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1788. Legyenek a gomb érintési pontjai a lapsikokkal A, B, C' és D". OD'L[ABC]|=
= 0D’ L BC; OA’ L [BCD] = OA’L BC. A két allitasb6l = BCL [OA'D’'| = BCL A’'D’. Hason-
16an belathato, hogy ABL C'D', ACL. B'D',AD1 B'C", BD1 A'C" és DCLA'B'.

1789. Kiilsd pontbdl a gombhoz huzott érintd szakaszok egyenld hosszuak, igy az abran egy-
formén jelolt szakaszokra is ez teljesiil. BE, =BE,=BE;=x; CE,=CE,=CE;=y; DE,=
=DE;=DE;=z; AE,=AE,=AE,=s. AD+BC=s+z+x+y; AB+DC=s+x+y+z;
AC + BD =5 +y +x +z. Tehat a harom szemkozti élpar hosszdnak 0sszege egyenld.

1790. Egy gomb barmely sikmetszete kor. Az oldallap sikmetszeteken az éleknek nem lehet
a metszetkorrel két k6zos pontjuk, mert a gdmbbel is csak egy-egy van. Egy kdzos pontnak vi-
szont lennie kell, hiszen a sik és a gdbmb kozds részérdl van szo. Legyen a BD kozos élen az ABDA-
be irt kor érintési pontja P, a BCDA-be irt kor érintési pontja Q. P és Q kozos pontja a BD élnek
és a gbmbnek, ilyen pont pedig csak egy van = P = Q.

1791. Rajzoljuk meg az ABDA, illetve a BCDA beirt korét. Ezek a BD élt P-ben, illetve Q-

o . . . a+b+c a+b—c .

ban érintik. A beirt kor érintési pontjanak helye: BP = B illetve
b+d+e b+d—e .

BO = 5 —e= > . A feltétel szerint a +e=c+d= BP = BQ. Hasonl6an

belathatd, hogy a szomszédos lapok beirt koreinek érintési pontjai az élnek ugyanazon pontjara
esnek. Ha van ¢élérinté gomb, akkor annak kozéppontja a lapsikokra a beirt korok kdzéppont-

jaban allitott merdlegeseken kell legyen.

ABLO\E, és ABLc=AB1 [O.E; c]; ABLO,E, és AB1 d= AB1 [O,E,; d]. AB-re E,-ben
csak egy merdleges sik 4llithatd, igy ¢ és d ebben a sikban vannak és metszik egymast. Legyen
cnd=M. Mec=>ME, =ME;,=ME,; Med= ME, =ME,=ME,. A két 0Osszefliggésbdl

D




250 Tetraéder

ME, =ME; (1) és ME, = ME, (2) kovetkezik. Az (1) egyenlGséget vizsgalva: mivel az O;-ban
allitott merdleges is metszené a d-t a fenti gondolatmenet szerint, igy arra a metszéspontra
M’E,=ME; = M’E; ad6dna, igy M,-nek és M-nek az E,E felez6 merdleges sikjan kell lenni,
ami d-vel csak egy k0zos pontot adhat = M’ =M = ME, = ME; = ME . Ezt a (2) egyenlGséggel
Osszevetve = M rajta van az O,-ben allitott merdlegesen = van élérintd gomb.

1792. Az 1791. feladatban lattuk, hogy a feltételnek eleget tevs tetraédernek van élérintd
gombje. Ehhez az élérint6 gdmbhoz az A csicsbol hizhatd érintdk érinté szakaszai egyenldk
egymassal. Ugyanez mondhat6 el a B, C illetve D csucsokbdl huzott érintd szakaszokra is. Az
A kozéppontu a sugari g4, B kdzéppontt b sugari g,, C kdzéppontd c sugari g, D kozépponti
d sugart g,, gdbmbok kolcsonosen érintik egymast: AL, L E,O, mert g élérintd gomb; BE, L E,0,
mert g élérint gomb = e(E,; O) a g, és g, gombok £ beli k6zos érintSje. Hasonléan megmu-
tathatd, hogy g, E;-ban érinti g -t és E,-ben érinti g,-t. A tobbi gdbmb paronként valé érintése
is ugyanigy belathato.

1793. AD | BC a feltétel miatt. DD’ 1 [ABC] a vetités miatt = DD’ merGleges [ABC] sik
minden egyenesére = DD'L BC. Az aldhtzottakbol = BC L [ADD’] = BC mer6leges [ADD’]
minden egyenesére = BCL AD' = AD’ az ABCA A-bdl indulé magassagvonala. Hasonldéan
megmutathatd, hogy CD’ is, BD’ is magassagvonal. A haromszdg magassagvonalai egy pontban

metszik egymast = D’ a magassagpont az ABCA-ben.

1794. Tekintsiik azt az ABCDEFGH paralelepipedont, melynek 4; C; F; H cstcsai egyben a
tetraéder csucsai is. ACLFH és AH1L FC=ACL1LBD és AH1 DE = ABCD, illetve ADEH
paralelogramma rombusz. = A paralelepipedon egy csucsba futé élei egyenl6k. = A para-
lelepipedon minden lapja rombusz. = A tetraéder harmadik élparja is merdleges.

1795. DD'1 [ABC]|= DD'LAB; CC'L[ABD]=
= CC’'L AB. Az aldhtzottak szerint AB merSleges a DD’
és CC’' metsz6 egyenesek sikjara: AB1 [CC'DD’|=
= AB merdleges a sik minden egyenesére = AB_L CD.
1796. Tekintsiik az 1795. abrat. ABL DC és AB1L. DD’ =
=ABL[CDD'|=ABLCD" Legyen ABNe(C;D')=C,=
= [ABD|N[CDD'|=DC,= AB1LDC,, ABLDC és
ABLCC'= ABL[CDC'|=ABLDC:

Legyen ABne(D; C’)=C,=[ABD|N[CDC'|=DC,=
= AB 1 DC,. Az aldhtzottakbdl C, = C,, mivel D-b6l AB-
re csak egy merbleges huzhaté = [DD'C] = [CC'D]=
= CC’ és DD’ metsz6 egyenesek (a CC,DA magassag-
vonalai).
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1797. Tekintsiik az 1795. abrat. Az 1795. feladatban lattuk, hogy ha DD’ N CC'# 0, akkor
DC1 AB. Az 1796. feladatban lattuk, hogy ha ABL DC, akkor A4’ N BB'# .

1798. 1. Megmutatjuk, hogy ha egy tetraéder ortocentrikus, akkor szemkozti élparjai
merdlegesek egymasra. Az 1795. feladatban lattuk, hogy ha CC’ metszi DD’-t, akkor DC L AB.
Hasonléan megmutathat6, hogy BD L AC és AD L BC. Az alahizottak éppen a bizonyitando
allitast jelentik.

II. Megmutatjuk, hogy ha egy tetraéder szemkozti élparjai merdlegesek egymasra, akkor orto-
centrikus. Az 1796. feladatban lattuk, hogy ha ABL DC, akkor DD’ és CC’ metszik egymast,
sikjuk az AB élre merGleges €s a sikmetszet magassagvonalai a DD’ és CC’ testmagassagok. =
= M, a DCC,A magassagpontja. Hasonl6an belathato, hogy M ,, az ABA,A magassagpontja.
Vegyiik az [ABA,] és [CDC,] sikok metszetét. C; € AB és A, € DC miatt a metszésvonal a C,A4,
szakasz. DC1 [ABA,] miatt DCL C,A, = C;A, magassiagvonal a DCC,A-ben =M, cCA,.
Hasonl6an beldthatd, hogy M, ;€ C,A,. Mivel M, és M., az AD-re illeszked6 BC-re
merdleges, illetve BC-re illeszkedd és AD-re mer6Gleges sikon is rajta vannak, és ezek met-
szésvonala biztosan nem C,A,, igy a négy sik ko6z0s részén is rajta kell legyenek, ami egyetlen

pont. = A testmagassagok egy pontban metszik egymast.
1800.

1799. Az 1794. abra jeloléseit hasznéljuk. Tekintsiik azt
az ABCDEFGH paralelepipedont, melynek A; C; F; H
cstcsai egyben a tetraéder csucsai is. A szemkozti élek me-
rélegessége miatt ABCDEFGH lapjai rombuszok (1798.
feladat és 1794. feladat). Pitagorasz tételét felirva a
paralelepipedon éle mint 4atfogd és a tetraéder két
szemkozti élének fele mint befogd altal meghatarozott
derékszogili haromszogekre:
AC*  HF? AF* HC* AH* FC?
—_— = = —+ = —+ C;
4 4 4 4 4 4
tetraéder szemkozti éleinek négyzetodsszege allando.
1800. Az 1798. feladatban lattuk, hogy a tetraéder ma-
gassagvonalai illeszkednek a tetraéder eggyyik élén at a vele
szemben levd élre merGleges sikra (pl. DD’ benne van a
DC-re illeszked6, AB-re merdleges sikban). Az AB-re,
illetve DC-re illeszkedd ilyen sikok A,C; metszésvona-
la 4tmegy az M magassagponton és A,C,LAB, illetve
A,C,LDC (I. az 1798. feladat megoldasit). A merdle-
gesség miatt A,C, azAB és DC élek norméltranszverzilisa,
ami igy atmegy M-en.
1801. Az 1800. feladatban lattuk, hogy az AB-re illesz-
ked6 DC-re merdleges sik és a CD-re illeszked6 AB-re
mer6leges sik A4,C, metszésvonala az AB és DC élek nor-

b? = A
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B

méltranszverzalisa, és atmegy M-en. Jeloljiikk az AB-re merdleges sikot S 5-vel. S,z = [DCC,],
ABLS ;= AB1 DC,= DC, az ABDA magassagvonala, C, a magassagtalppont. Hasonléan
belathatd, hogy BA, a BCDA magassdgvonala = A, a magassagtalppont.

1802. A4’ L [BCD]= AA'L BC= AM 1 BC. Hasonldéan megmutathat6, hogy BM_1L AC és
CM1 AB. A fentiekbdl kovetkezik, hogy az ABCM tetraéder ortocentrikus. DD'1 [ABC]=
= MD' az [ABC] sikhoz tartozd magassagvonal. CC'L[ABD]= CC'LAD = CM1 AD=

= ABCD tetraéder ortocentrikus= BC L AD. A kétszer aldhuzottakbol kovetkezik, hogy

AD1 [BCM]|=AD a [BCM] sikhoz tartoz6 magassagvonal=>ADNDD'=D az ABCM
tetraéder magassagpontja (mivel ortocentrikus, elég egy par magassagvonal metszéspontja).
Hasonl6an lathat6 be az allitas a tobbi tetraéderre is.

1803. Tekintsiik azt az ABCDEFGH paralelepipedont, melynek 4; C; F; H cstcsai egyben a
tetraéder csticsai is. A szemkozti élek merSlegessége miatt a paralelepipedon lapjai rombuszok.
A paralelepipedon szemkdzti lapkdzéppontjai a tetraéder szemkozti élfelezd pontjai, melyeket
0sszekotd szakasz a paralelepipedon egyik élével parhuzamos és egyenlé. Mivel az ortocent-
rikus tetraédert magaba foglalo paralelepipedon minden éle egyenld, ezért a tetraéder élfelezd
pontjait 6sszekotd szakaszok is egyenlok.

1804. Az 1803. feladatban lattuk, hogy EF = GH = KL. EGFH paralelogramma atldi felezik
egymast, igy HGN EF = O pontra OE = OG = OF = OH . Az ELFK paralelogramma atl6inak
metszéspontja ugyancsak a fenti O pont, hiszen EF-nek csak egy felezéspontja van =
= OFE = OL = OF = OK. Az alahuzottakbol OFE = OG =OL =0OH=0K=0F=E,G,L, H,
K, F egy O kozéppontti gdbmbon vannak.

1805. Tekintsiik az 1804. abrat. Az ABCA Feuerbach kore atmegy az E, L és G pontokon. E,

L és G egyértelmiien meghatarozzak a sajat koriiket, igy a gdomb és a sik metszete csak azABCA
Feuerbach kore lehet. Hasonl6an beldthat6 a tobbi lapra is az allités.

1806. DD’ L [ABC]|= DD'1L AB. ABCD tetraéder
ortocentrikus= DC L AB. Az alahuzottakbol =
=ABL [DD'C]=D'CLAB= D'C az ABCA C-bdl in-
dul6é magassdgvonala. Hasonl6an igaz, hogy D’A és D'B
is magassagvonal = D’ az ABCA magassagpontja. H fele-
ziAD-t= H' felezi AD’-t. Hasonldan igaz, hogy K’ felezi
BD'-t és F’ felezi CD'-t. E, G, LE[ABC]|=E = E/,
G =G, L =L.Az ABCA-ben: E', G’ és L’ oldalfelez6
pontok; K, F’és H' felezik a cstcs és a magassagpont
kozti szakaszt. = ezek a pontok rajta vannak az ABCA
Feuerbach koérén.
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1807. Az 1806. feladatban megmutattuk, hogy az M magassagpont [ABC] sikra vetett mer6-
leges vetiilete az ABCA D’ magassagpontja. OA = OB = OC miatt O" az ABCA koriilirt koré-
nek kozéppontja. e(0’; D) az ABCA Euler egyenese, és az S, sulypont az O'D’ szakasz O’-hoz

kozelebbi harmadolépontja: D'S,=2S,0". O, S,,, D’ egy egyenesen vannak. Tudjuk, hogy

SeDS,= 0, S, M egy sikban vannak, a D, M és O pontok 4ltal kifeszitett sikban, ami merdle-
ges az [ABC] sikra. Hasonl6éan megmutathat6, hogy O, S és M a B, M és O pontok altal
kifeszitett sikban is benne vannak, igy a két sik metszésvonalan is, ami egy egyenes = O, S, M
egy egyenesen vannak. A merdleges vetités aranytarto, igy MS : SO = M'S’ = §'O". DD'S ,A-ben:
DS:85,=3:1=D'S":5'S,=3:1= D'S'=35'S,,. Az aldhizott allitasokat vizsgalva: 25,0’ =
=D'S,=D'S"+8'S,=35S,+8'S,=45'S,=S5,0'=2S5"S,,. SO =8S,+S8,0 =88, +
+28'8,=38'S,=D'S’. = §' felezi az O'D" szakaszt, tehit §” az ABCA Feuerbach kérének
kozéppontja.

1808. Az 1807. feladatban lattuk, hogy D, M, S, O pontok az [ABC] sikra merSleges X, sik-
ban vannak, és a két stk metszésvonala az ABCA e’ Euler egyenese = S, sulypont is az ¢’ Euler-
egyenesen van = az S,-ben éllitott merdleges is a X, sikban van és metszi az e egyenest = R,.
Az e’ Euler-egyenes pontjaira teljesiil, hogy D'S,, = 25,0" = MR/, = 2R,0. Hasonl6an megmu-
tathato, hogy a tobbi lapsilypontba allitott merdleges is metszi a tetraé¢der Euler egyenesét az
MO szakasz O-hoz kozelebbi harmadolépontjaban, igy R, = R, = R. = Ry = R. X, sikban:

SR
SRS;,A ~SMDA, mert szogeik paronként egyenldk (csucsszogek, valtdszogek) = A = R

 MD

Az 1807. feladatban lattuk, hogy MS = SO. Font megmutattuk, hogy MR =2RO =

2 4 4 1
=>MR=§MO=§MS =>MS+SR=§MS=>SR=§MS.

1
IMS 1 RS, 1 )
A= S 3 MD -3 MD = 3RS,,. Hasonl6an

beldthatd, hogy MB = 3RSz, MC = 3RS, MA = 3RS ,.

1809. Felhasznaljuk: Egy tetraédernek akkor és csak akkor
van élérintd gdmbje, ha szemkozti éleinek 6sszege paronként
egyenld (1789. és 1791. feladat). Ortocentrikus tetraéder
szemkozti éleinek négyzetdsszege paronként egyenld (1799.
feladat).

I. Ha ABCA szabalyos és DA = DB = DC, akkor a szemkozti
élek 0sszege paronként egyenlé = van €lérinté gomb.
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II. Valasszuk az abra szerinti Zlelolest A tetraeder ortocentrlkus

(a +b)’ +(c+d) —(b+d) + (a +c) (1). (b+d) +(a+c) —(a +d)y’+ (b+c) (2).
(1)=a*+ 2ab +b* + c? + 2cd + d* = b* + 2bd + d* + a* + 2ac + > = ab + cd = bd + ac =
=b-(a—d)y=c-(a—d)y=(a—d) - (b—c)=0.(2)-t hasonldan atalakitva: (c —d)-(a —b) =0.
(1) megoldasara a kovetkezd lehetdségek vannak: a) a =d = (2) (¢ —a)(a —b) = 0= c = a vagy
a=b.b)b=c=(2)(c—d)a—c)=0=c=dvagya=c.Pl a) esetben, hac=a: AB=a + b;
BC=c+b=a+b;CA=a+c=2a;DA=d+a=2a;DB=d+b=a+b;DC=d+c=2a=
= ADCA szabélyos: AB = DB = CB. A tobbi eset is hasonldan belathat6.

1810. Felhasznaljuk: a szabdlyos tetraéder testmagassagai egyenldk és a tetraéder térfogata
tyo M
V= IPT . Bontsuk fel a tetraédert a P pontbdl indulé P4, PB, PC és PD szakaszokkal négy

T, M T, m T, m T, m T, m
a ¥ _ Lo 2a s TaT | T4

részre. Vigep = Vipep + Vacpr + Vicor + Vagpp-

33 3 3 3
Egyszerlsités utdn: M = m, + m, + m; + m,.
1 ab-sind ) 1 ) ) 1 ]
1811. I'= 3T -c-sing = gab -sind - ¢ -sing < Eabc. sind <1, egyenlGség 6 = 90°

esetén. sin ¢ < 1, egyenl6ség ¢ = 90° esetén. Ha ¢ = 90°, akkor DC_L [ABD]= DC_1. DB, DC1 AD.
Maximdlis a térfogat, ha D-nél < (a; b) = < (b; ¢) = < (¢; a) = 90°.
1812. Pitagorasz-tétel a D cstcst derékszogli A-ekre: x> +y?=b (1); y'+22=c* (2);

a’*+ b*+ c?
Z+x*=a’>(3). )+Q)+B): 20 +y’ +2)=a’+ b+ x2+y2+22=#=s2;
P4y — (I)be: s —Z=b"=z=/s"—b"; y+27—2)be: s —x*=c=x=/s"—*;
1 1
Z+x— (3)-ba: s’ —y'=a’=y=/s"—a’; V=gxyzzg/(sz—az)(sz—bz)(sz—cz).

1813. Legyen DC, az ABDA magassigvonala=
= DC, 1 AB. Legyen D pont vetillete [ABC]-ra D'=
= DD'1 [ABC]= DD'1 AB. Az alahuzottakb6l ABL [DC,D'].
Az M -ben [ABD] sikra éllitott mer6leges benne van a
[DC,D’] sikban = e(M; P) merdleges vetiilete rajta van a
C.D’ egyenesen. Hasonléan megmutathatd, hogy a masik
két lapra allitott merGleges vetiilete is egy-egy D'-n &tmend
egyenes, igy metszéspontjuk a D" pont.
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1814. DS. = 2S.E, mert S sulypont az ABDA-ben. Az S -ben illitott e merdleges parhuza-
mos M P-vel. e vetiilete e’ is parhuzamos M P vetiiletével C \D’-vel. S, az ED szakasz E-hez
kozelebbi harmadoldpontja. ¢’ az S -re illeszked6 AB-re merdleges egyenes. A D’ kézéppontd

2
3 aranya kozéppontos hasonlosag E-t S-be, az E-re illeszked6 AB-re merdleges f,, felezd

merdlegest e-be viszi. Az ABCA oldalfelez6 mer6legesei egy pontban metszik egymast =

= hasonl6 képeik, a merGleges vetiiletek is egy pontban metszik egymast.

1815. DD'AA = DD'BA = DD'CA, mert mindharom derékszogt, atfogoik egyenldk, egyik
befogdjuk kozds = masik befogdjuk is egyenlé: D'’A =D'B=D'C= D" az ABCA Kkoriilirt
korének kozéppontja.

1816. Tekintsiik az 1815. dbrat. DD'’AA = DD'BA = DD'CA, mert mindhdrom derékszogd,
atfogoik egyenldk, egyik befogdjuk kozos = DD'-vel szemkozti szogeik is egyenlbk = a = S =7.
1817. Bontsuk fel a tetraédert a beirhaté gomb kozép-
pontjabdl a csicsokba hizott szakaszokkal négy részre. A ka-
pott tetraéderek egy-egy lapja az eredeti tetraéderével kozos,
ehhez a laphoz tartozé magassaga pedig r.

1 1 1 1

Visen = 3 ABC'r+§' tBCD'r+§'tACD'r+§'tABD'r:

1 1 1 rAupep
E'F'AABCD' g'tABc'mzzg'r'AABCD:’:wc: :

m

H 16 o= rAypep P rAypep ;o=
asonloan BCD — 5 ACD — ’ ABD —
m, my

r-A r-A
= — -Aypep = tage +tgep + Lacp T tapp = AL+
my m 1818. D
rApep T Aupep | T Aupep A ipep _ 1
+ + + ) =— +
m, my my rAupep my
1 1 1 1 1 1 1
t—F—F— > —=—F — + — + —,
m, m;, N r m, m, m, m,

1818. Bontsuk fel a tetraédert P-bdl a csﬁcsokba hazott a —
1

szakaszokkal = négy részre. V=V = o tigcm; A

3
1 Vl dl 2 2
= 3 “type d; = v = ;1 . Hasonl6an megmutathatd, 4
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1819. Vetitsikk a D és O pontokat az [ABC] sikra= D*, O*. OO*D'A ~ DD*D'A, mert
. S oo* oD . 1 .
szogeik egyallastak = A = DD* - DD Visen = 3 “tyge DD*; Vipeo = 3 “tape O0* =
V ipco _ 00~ _ oD’ V aspo _ OC" Vpepo _ oA’

VABCD l’)D* ,DD’ , , , VABCD CC/ ’ I/ABCD AA/ ’
VACDO — OB 04 + OB + ocC + OD — VABC0+ VBCDO+ VACDO+ VABDO —
Viuen BB AA BB CC' DD V iscp
1820. OC' | DC= 0, C', C, D egy sikban vannak = sikjuknak az [ABC] sikkal valé met-
szésvonala OC, az [ABD] sikkal valé metszésvonala DC' = DC’ és OC egyenese az [ABC] és
[ABD] sikok AB metszésvonalan metszik egyméast= C” € AB. OC’| DC miatt C"OC'A ~

. s co co my g .
~ C"CDA, mert szogeik egyallasi szogek > A= —=—57+ = — = . Hasonldan be-
DC C'C  m, tue

c

lathatd, ho Bo = Laco és A0 = tpco €O + BO n A0 _ Lago + Laco n Ipco
%% b L apc DA tye DC DB DA tuge  tuge  lype

. Hasonl6an megmutathatd, hogy

=

_ Lasc _ L

L
1821. Legyen CD felezGpontja E, a vizsgalt sik az [ABE]. E felezi DC-t = BE sulyvonal a
BCDA-ben= ty-p= tpp. Az ABED tetraéder [BED] laphoz tartozé magassaga egybeesik az

ABCE tetraéder [BCE] laphoz tartozé magassagaval (4-bol a [DBC] sikra bocsatott merdle-
1

ges). Vapcu = 3 tppe My = 3 “tgep My = Vepa-

1822. Tekintsiik az 1807. dbran a DD'S ), haromszoget. Felhasznaljuk: a tetraéder sulypontja

a stlyvonal oldalhoz kozelebbi negyedelSpontja. Vegyiik a D csucspont és az S stlypont [ABC]

sikra vetett meréleges vetiletét — D’S”. DD'S,A ~ SS'S, A, mert szOgeik egyallasiak = A =
DS, DD’

SS, 8§

1 1
. DS, = 455t felhaszndlva DD’ = 4SS'. Ve = 5 “Lie DD’ = - Lyyc 458" =

1
=4 3 “type SS’ = 4V 5. Hasonléan megmutathatd, hogy a stlyponta tobbi lappal is negyed-

akkora térfogatt tetraédert alkot, mint az ABCD tetraéder.
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1 by ¢ sina

1
“d, sing = I3 b, ¢, d, sina - sine .

1
1823. V= 1,50 M=

3 2
1 v — by-c;-d-sina-sine .4
HasonléanV2=—~b2~c2-d2-sina~sine.—1= 6 =11
6 v, 1 . . b, ¢, d,
E-bz-cz-d2~s1na/-51ne
1 1 c¢cmg . 1 . )
1824. V1=g-TAIBIC|~M1=€-T~md|'sm(p=€c-mcl~mdl-s1n§0‘HasonloanV2=
1 1
=ic-m “m, -sing W _emgmy 2 ¢ Ma’ M _ Ty Taso,
c d . .
6 2?2 v, c-m, -my 1 1 TAszCz'TAszDz
EC'mCZ'EC'de

1825. Az ABCD tetraéder DS, sulyvonalat az S sulypont 1 : 3 ardnyban osztja = Az S kozép-
pontt (—3) ardnyu kozéppontos nagyitds S,-t D-be viszi, tehat az [ABC] sikot a D-n dtmend,
vele parhuzamos sikba. Hasonl6an a tobbi oldallapra is megfelel6 ez a hasonldsag, tehat a fel-

Vv
adatban megadott tetraéderhez vezet. = ABCD ~ A'B'C'D’ és A = (=3) = I/Aﬂ == 27.
A'BC'D’ -

Fipe 1
1826. 2L - A levagott tetraéder a D kozéppontbdl kozéppontosan hasonl6 az ere-
ABCD

M’ F pe 1 2
detihez: 1= — = [—24BC€D — [ =>M':£»M,
M Fpep 2 2

[1825. ] #
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V pe
1827. Tekintsiik az 1826. abrat. — 2P =4=
ABCAB'C’
=Vigen =49 Vigcanc- A levagott tetraéder D kozép-
pontb6l  kozéppontosan hasonlé az eredetihez.
M’ Vamcen

=3
M Vagcapce ™ Vasen

_ qV apcasc _ q
1 V ascasct 9V apcasc 3 qg+1

A:

vV
1828. Az 1823. feladatban lattuk, hogy —=22%22 —
A B,C,D

V, a,b,c a-b.-c
=—2="2"2"2 A maradék” test térfogata: V=V, -V,=V, — #-Vl =

Vi aprbre ay by ¢
_aybye—aybycy V. apbyei—ayby e,
- ayby¢ " - ab¢

1829. Tekintsiik az 1794. abrat. Az F cstcsbol indul6 lapatlok (F4; FC; FH) a tetraéder élei.
Ezeknek F-t6l kiilonb6z6 végpontjait 6sszekotd szakaszok: AC a ABCD lap atléja; CH a CDHG
lap 4atloja; AH az ADHE lap étloja.

1830. Az 1794. abra jeloléseit hasznaljuk. Az A cstcsbodl kiindul6 lapatlok meghatarozzak az
ACFH tetraédert. Ugyanehhez a tetraéderhez jutunk, ha a C; az F; illetve a H csicsbdl induld
lapétlokat tekintjiik. A kihagyott négy csucs (B; D; E; G) barmelyikébdl indulunk ki, a BDEG
tetraédert kapjuk.

1831. Az AB élre DC-vel parhuzamos sikot fektetiink. A DC élre AB-vel parhuzamos sikot
fektetiink. = Ez a két sik pArhuzamos egymassal. Hasonléan parhuzamos egymassal a BC-re és
AD-re; illetve a BD-re és AC-re fektetett két-két sik. Két-két-két parhuzamos sik altal megha-
tarozott test egy paralelepipedon, a sikok koziil hArom-haromnak k6z6s pontja a tetraéder négy
csticsa. = Ez egy a tetraéder koré irhato paralelepipedon.

1832. Ha egy paralelepipedon egy tetraéder koré irhatd, akkor a tetraéder egyik €lét tartal-
mazo lapja parhuzamos kell legyen a szemkozti lappal, azaz az azon 1év6 éllel is. = A tetraéder
koré irhat6 paralelepipedon az 1831. feladatban ismertetett eljarassal 1étrehozhat6, az pedig
egyetlen testet hatdroz meg.

1833. Akockdba irt tetraéder minden éle a kocka egy lapatldja. A kocka lapjai egybevagdak =
= lapatldi egyenlGek, tehat a tetraéder minden éle egyenld.

1834. A szabalyos tetraéder koré irhatd paralelepipedon szemkdzti lapjai olyan paralelog-
rammak, melyeknek két atlgja egyenld hossza. = Téglalapok, tehat a test téglatest. Vetitsiik a
tetraédert és a koré frhat6 téglatestet merdSlegesen valamelyik lapjanak sikjara! Mivel a szaba-
lyos tetraéder szemkozti élei merSlegesek egymasra, a téglatest lapjainak atloi is merdlegesek
egymasra. = Minden lapja négyzet, azaz a szabdlyos tetraéder koré irhat6é paralelepipedon
kocka.

1835. Mind a nyolc csticsndl egy-egy egyenls szaru derékszogli haromszog alapu tetraédert

vagunk le, a magassaguk egyben az éliik. V, ., =6 = 216cm’. Egy levagott cstics térfogata:

ocka —
o1 3? 9 , 3
V=g =g em’ V=V, — 8 = 1800m’.
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1836. Feclhasznaljuk: A szabalyos tetraéder magassag-

a/3
talppontja az oldallap sdlypontja = S,C = — Pitago-

1 2
rasz-tétel a DS,CA-re: M*=a’— —a*= 3 =M=

3
_a/g 1 a2./§ a‘/g_cﬁﬁ_
T3 3 4 3 _12
2,
F=4-" 4/§=a2~/§.
a)a=86cm; V=53,/2 = 7496cm?’; F=73,96~/§z

~ 128,1cm?.
1 2
b) a=y o V= L =~ 0,0018 m*=18dm’, F=

768
=£ ~ 0,108 m® = 10,8 dm?
16 ~ =

1837. A szabilyos tetraédert magaba foglald paralelepi-
pedon egy kocka. A tetraéder koriilirt gombjének kdzép-
pontja a kocka kozéppontja, sugara a kocka testatlojanak

a 3 a-J6
fele: R=——- L = [

2 2 4

1838. A szabidlyos tetraéder térfogata: V=

&7

1
A térfogat masképp: V=4V;, =4 3 =

a3 . ,
= r. AkettGt 0sszehasonlitva:

3
A2 @3 s

= r=r .
12 3 12
1839. Az egymast paronként érinté gombok kozép-
pontjai egy 2R €ld szabalyos tetraéder négy csticsaban van-
nak. A beliilrdl, illetve kiviilrdl érinté gombok koncent-
rikusak, kozéppontjuk a tetraéder kozéppontjaval azonos.
Az érintkezés feltétele: r, + 2R =r,. A szabalyos tetraéder
koré irhaté gomb sugara az 1837. feladat eredményébdl

2R/6  RJ6 R/J6
) 2

. Az é4bra szerint =ntR>r=

. A térfogatok aranya:
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G
D
€
a
\2
C
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1840. Az 1836. feladatban lattuk, hogy a szabalyos tetraéder
Jo

D a6 M M
magassaga: M = ——— . Ebbbla = — =
/g 2

3

Il k\ﬁ 1 &3 1 /3 oM? M3
V:_.T.MZE.T- 2 M= 3 .

3
1841. A szabalyos tetraéder magassagtalppontja az oldallap
a3

4 ab
F 3
. A DS,CA-ben sing= %=

stulypontja= S,C = 3

-

>+

3
= L = ¢ =35,26°. A DS, magassag a DB és AD éllel is ¢ szoget zar be, AB, AC és BC élekre

pedig merdleges, mert merdleges a sikjukra.
1842. Tekintsiik az 1841. dbrat. A szabalyos tetraéder magassagtalppontja az oldallap suly-
a/3
6 _1 o
=—==¢e=70,53.

a3
pontja=FS, = —f . FS;,D derékszogli haromszogben: cos e = 3
a/3
2
a /2
f ==

1843. Az 1836. feladatban lattuk, hogy a szabdlyos tetraéder térfogata: ' = B
30%- /2 a/6 30/6 5,6
sz . Az 1838. feladatban lattuk, hogy a beirt gomb sugara: r = g = 1{ [ .
Ha a lapokat 3 cm vastagsdgban csiszoljdk le, akkor a beirt gomb sugara 3 cm-rel csokken:

5,/6
5,6 12 12 —36
—[—3 cm; a’ = = 2 =<30—6/g)cm;
: O
3 3
(30-6/6)-/2 30°~(30-6./6)
 AV= 12 V2

- 12 :

’

y=

’

3 [3
30°— (30 -6,/6
Am=AV-o= (12 > J2 28 Am=772697 g~ 7,73kg.
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1844. Az oldallapok teriiletdsszege nagyobb, mint az alaplap sikjara es6 vetiileteik teriilet-
Osszege, hiszen ] =t;-cos @ < t; (ahol @ az oldallap és az alaplap szoge). A vetiiletek tertilet-
Osszege pedig nem kisebb az alaplap teriileténél.

Laaplap = 11 T+ oo+ 1 =1,-CO8 @) +1,-C08 &y + ... +1,-cos @, <t +1,+...+1,. (Az alaplap
teriilete akkor egyenld a vetiiletek teriiletének 6sszegével, ha a magassag talppontja az alaplap
bels6 pontja.)

m m
1845. ATM és BTM derékszogi haromszogben: sine = — és sin 8 = e =a-sina=m=
a
sinf3

a
=b-sinff = 5" sina A bizonyitas fiiggetlen attdl, hogy a T talppont az alapsokszognek

belsd pontja-e, vagy sem.

1846. A szabdlyos n oldalu gula magassaganak talppontja az alaplap koré irt kor kozéppont-
ja. PA,TA-ben T-nél derékszog van, ezért PA, > AT, azaz a, > R. Adott R eseténa, ., < a,, és
mivel a; = R, csak 2 < n < 6 lehetséges. =n €{3;4;5}.

1847. Egy sikot parhuzamos sikokkal metszve a metszésvonalak parhuzamosak:

S| S=A'B’| AB,B'C’"| BC, ... Alkalmazzuk a parhuzamos szel6k tételét az AMB< AB és A'B’
szeldire: A’M : AM = B’M : BM! Hasonldan a tobbi lap M-be futé6 éleire: BM : BM = C'M : CM =
=D'M :DM = ... Az ardnyok egyenl6ségébdl visszajutunk az 4 ponthoz. Ez azt jelenti, hogy az
A’ pont az A pont M-re vonatkoz6 kozéppontos hasonld képe, B a B pontnak, C’ a C pontnak
és igy tovabb. = Az S’ sikbeli metszet az alapsokszdg M kozéppontd hasonld képe.

1848. Haszniljuk az 1847. abra jeloléseit! Az 1847. feladatban lattuk, hogy a gila alaplappal

parhuzamos sikmetszetei hasonlok az alapsokszdghdz, ezért egyméshoz is. Hasonldsdguk
AB MB  MT’

aranya: = = = A, ahol 7", illetve T a sikokra az M cstcsbdl allitott merGlege-
AB MB MT ,
t g MT’ MT')?
sek talppontjai. = 422 = j2= [] = ( Z
ABCD... MT MT




262 Gula, csonkagula

1849. Legyen az alaplapok teriilete ¢, és ¢,, a sikmetszetek

. 2 2 tll Ml T/l ’
teriilete #] és ¢! Az 1848. feladatban lattuk, hogy el vy

1 M\ T,
2

', _[M,T) .
és — =|———|. A feltételek szerint ¢, =1t,, M\T,=M,T,,

b M,T,

’ ’ 74 ’ ’ ’ MlT,l 2
LTy =TT, ezért M\T = M, T,. =t = t,- MT, =

A
=1, M.T =t,.
242

1850. Legyen a giila magassiga m, a csticshoz kozelebbi sikmetszet teriilete ¢, a tavolabbié ¢'!

. mY (2mY 14 ¢ 1 1
Az 1848. feladat alapjan ¢":t:t=|—|:|—| :m*=—:—:1. T=—=>t":—-900=

3 3 99 9 9
t 4 4
=100cm?; — =—=>¢'=—-900 = 400cm?.
t 9 9
’ ’ 2 ’ ’
t m t t
1851- AZ 1848 feladat SZerint 7 = [] ﬁm’: 7m2 = 7 -m, ahol m’ a CS(ICS és a
m y {
1 m 1 m
metsz6 sik tavolsaga. a) t'= Et:>m'= —=30/2cm. b) t'=—t=>m'=——=20,/3 cm.

2= 3 Yl
1852. A szabalyos gila minden oldallapja ugyanakkora @ szoget zar be az alaplappal. Egy
oldallaptdl mért tavolsag d, = v, -sin @ (T, PT, derékszogli haromszog). Az oldallapoktdl mért
a-

B
3 - a kovetkez$: d,+d,+ ... +d, =

2% 2 %
—+—+ ...+
a a a

tavolsagok osszege, felhasznalva, hogy ¢, ,  ,=1,;=

=v,-sina +v,-sina+... +v, sina=sina- (v, +v,+ ... +v,) = sina -

-sina

2sina 2t
= = allando.

_ alap
=, H+t+ . +t,)=

1853. Tekintsik az 1841. abrat! A magassdg talppontja az ABCA S, sulypontja, ezért

2
1 1 a/3 aJ3 a3 a’
FSp=7FC=5 ——= [.PitagorasztételeazFSDDA-re: mi=m?+ [’ =m2+ﬁ.
2
a
Pitagorasz tétele az AFDA-re: b*=m + > =m2+E+

£ a? a? a?
+—=m’+— .Azoldalél: b= |m’*+ — .
4 3 3

1854. AC az ABCD négyzet atldja, ezért AC=a/§ =

AC
A{ =a= T . ATE derékszogili haromszogre Pitagorasz tétele:
2
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2/b*—M?
bP=AT*+M* = AT=/b*—M*= AC=24AT=2/b* -~ M*=a =———= [2-(b°— M?)
J2 r

az alapél.
1855. Tekintsikk az 1841. dbrat. A magassag talppontja az ABCA S, stlypontja, ezért
1 1 a/g B a/g

FSp=—FC=—

3 3 2 6 . Pitagorasz tétele az AFD A- C

aY a’

re: b*= FD*+ S| =FP= b*— - Pitagorasz tétele az
a2 a2 a2 o
FS,DA-re: DS, = DF* —FSj = |b*— — |- —=b"— — =
pbAre: D3y D 4712 3

aZ
= DS,= b*— B 19,61 cm. ‘= B
1856. Az alaplap szabalyos hatszog, ezért ABKA szabalyos. a A4

= KB = a. Pitagorasz tétele a CKB derékszdgli haromszogre: c
a*=0"-M’=a= /205 =~ 14,32 cm.
1857. KFC derékszogli haromszogben KF =a:2=11cm;

11 M
a=063,6°, cosa=—=m= 24,74 cm; tga=H=>Mz
m

~ 22,16cm. ABCA egyenl6 szara = F felezéspont esetén
2

AFCA derékszogi. Pitagorasz tétele szerint: o> = m’ + e =

= 0= 27,07cm.
1858. Dontsiik a gulat az egyik oldallapjara! Agyazzuk be a testet egy kockdba! Ha az alap-

a

élek a hosszusaguak, akkor az oldalélek (egyben a kocka élei) T hosszusaguak. A D cstcsnak
2

az alapra vetett merdleges vetiilete az a oldalu szabalyos haromszog S sulypontja. Az oldalél és

a3 a

.‘/52

az alaplap szoge a DSC derékszogli haromszogbdl szdmolhaté: cosa =

1858/1. 1858/Il. 1858/IIl.

IS}
o
S
W=
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6
=§=>a' ~ 35,26°. Az oldallap és az alaplap szoge a DSF

a/3 a

6 2

derékszogli haromszogbdl szamolhaté: cos S =

o

=3 = = 54,74°. DS testmagassag az FSDA-re felirt Pitago-

a*  3a® a /g

tételbsl: M*=— ——=M =
rasz-tételbd 1 36 6
. a a ﬁ
1859. a) Pitagorasz tétele a KFE derékszogli haromszogre, ahol KF = > EF = 0 KE =M.
2
M 3 e a _a 2
4 4 2
a a ﬁ 1
b) oldallap és alaplap szoge KFE derékszogli haromszogben: cosa = Bl : y T:>
3
= a = 54,73°.
/2 a/2

a
c¢) oldalél és alaplap szoge az AKE derékszogli hdromszogben: AK = T; EK=M= =

2
= a hdromszog egyenld szarda = S = 45°.

1860. Tekintsiik az 1841 abrat! A D pont [ABC] sikra vetett merdleges vetiilete az ABCA
sulypontja, ezért a BCDA alapsikra vetett merdleges vetiilete a BCS,A. Jeloljiik az alaplap

t 2t
teriletét r-vel! fg pc= 3 a sulypont tulajdonsaga miatt, f,., = 3 a feltétel miatt. A vetiilet

t 2t

teriilete az eredeti teriilet cos &-szorosa, azaz 3 = 3 -cos e=>cos € =0,5=¢ = 60°.

1861. A gila felszine: A =a”+ 2am. A feltétel szerint A :a* = 2,56, azaz (a* + 2am):a* =
m

=2,56 = — =0,78. Hasznaljuk az 1861/1. abra jeloléseit!
a

a a
a) KEF derékszogli haromszogbol: cos @ = Sim=o = 0,641 = a = 50,13° az oldallap és az
m et bl

alaplap szoge.

5

m, n,
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am  bm
b) EBC oldallap teriilete kétféleképpen: —— = AR

2 2
am ) , e a2

= - M Vegyiik a BDT sikmetszetet! sin ST, im=
_ay2 am /5 b o &
2 b 2 m A r
Az EFB derékszogli haromszogre irt Pitagorasz-tételbdl: bt AOL AL TS

a2 b2 02 1 b 4 DY A5 ¢
bP=m*+—=—=1+ =1+ =—=118=

4 m? 4m? 4-0,78> m b 4 b B

.9 o
= s ) 0,8399 = ¢ ~ 114,26°. F
1862. Legyen a gila alapéle 2b! Helyezziik ra egy 2b €ld kocka ‘
alaplapjara a gulat! Tekintsiik a kockdnak az 1862. abran lathat6 a
ABCDEFGH részét, ami egy b éli kocka! A BH testatld
mer0leges az [ACF] sikra, és azt az ACFA Q sulypontjdban met- E
szi. = AQC< = 120°= A H pont a giila csticsa. = A gila magas- c
saga b = 16cm. a
1863. Az 1863. dbra szerint az FC oldalél szogét keressiik a B
kiilonboz6 alapélekkel.
1. eset: BC és DC alapélekkel: 60°.
2. eset: AB és ED alapélekkel ugyanakkora szdget zar be. Felhasznaljuk, hogy szabélyos 6tszog-
ben az ED oldal parhuzamos az AC atléval, AB oldal pedig parhuzamos az EC atloval. AB és
FC kitérs egyenesek szoge egyenld az EC és FC metszd egyenesek szogével. Vegyiik az ECF sik-
metszetet, ami egy egyenld szart haromszog, alapja az EC atlo, szarai az EF és FC egyenld élek!
Ez a haromszog egybevagd az ECDA-gel, mert EC oldaluk k6z6s, masik két oldaluk pedig a
hossztisdg. EDCX = 108° = ECD<{ = DEC< = 36° = (AB; FC) = <(ED; FC) = 36°.
3. eset: EA alapéllel. Vegytik a gula [FKC] sikkal val6 tengelymetszetét! FK merGleges az alap-
sikra, ezért mer6leges annak minden egyenesére.= FK L EA.
KC egyenes az OtszOog szimmetriatengelye, ezért KC L EA. Az
alahuzottakbdl kovetkezik, hogy EAL [FKC]= EA merdleges
[FKC] minden egyenesére = EA L FC, tehat EA és FC élek szoge
90°.
1864. EBCA derékszogl, mert BC.LAB (ABCD téglalap),
EA1 [ABCD]= EA 1 BC. Az alahuzottakbdl kovetkezik, hogy

BCL1 [EAB]= BCL1 EB. EBCA-ben 60° és 30° a hegyesszogek =
=EC=2BC=2aésEB= /3 -a;AD = AE feltétel miatt M = a.
Pitagorasz tétele az ABE derékszogii haromszogre: EB* = AB* +
+AE? azaz 3a’ =4 +a*=>a=2/2 >M=2/2 cm.

1865. A sikmetszet az ACGF hurtrapéz. FG kozépvonala az
EDSA-nek, ezért FG = % . CG a CDSA silyvonala, ezért

CH :HD = 3: 1. Pitagorasz tételét alkalmazva GHD, majd GHC

b a
derékszogli haromszogben: GH? = GD* — HD* = [5] - [—] és
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L (b)Y (a) (3a) b+ 242 AU
GC-=GH"+HC"= ST + e :T'AC egy a oldalu szabdlyos 6tszog atloja,

(1+/5)a AC-FG a/5 _
s ACGF hurtrapézban TC = > =4 GTC derékszogli

4b*+ 3a*
16

ezért AC =

haromszogben Pitagorasz tétele: GT? = GC* — CT* =

(AC + FG)-GT (2+‘/§>~a~1/4b2—|—3a2
tACGFz 2 = 16
1866. a) A ~ 618cm’. b) A= 409,54cm>. ¢) A=~ 84546cm>. d) A= 1625,5cm’.

1867. 35,17 m* 6nlemez sziikséges.
1868. 1) '=26,97dm’. b) V=321,9dm’. ¢) V= 0,101 m"’.

d) Tekintsiik az 1854. dbrat. Legyen a = 56 cm, b = 78 cm! Pitagorasz tétele a TECA-re, ahol TC =

5 2]
2 2

e) Tekintsiik az 1856. abrat, legyen a = 5,9 cm, o0 = 12,3 cm! KABA szabalyos, ezért KB = 5,9 cm.
2 _ 2 2 1 5,9 ‘/g
Pitagorasz tétele a CKBA-re: M“ = 12,3 —5,9"= M =~ 10,8 cm. V= 3 6- 1
=32536cm’.

1869. Tekintsiik az 1854. abrat, legyen AC =e és b =ale=6cm =>a =3 fcm

a sikmetszet teriilete.

M =178~

1
=M=672cm. V= 3 56%-67,2 =70248 cm® = 70,248 dm?.

10,8 =

Pitagorasz tétele az ETCA-re: M* = (3,/2 )2 o M=3em V= (3 J2 ) 3=18cm’ és

A=<3/§>2+44W=18(1+ﬁ>cm2

1870. Tekintsiik az 1812. abrat, legyen x =32 cm, y = 12 cm, z = 18 cm!

1 12-18
V= 3 2 -32 = 1152 cm’. Pitagorasz tétele az ABD, BCD, illetve CDA derékszogii ha-

romszogekre: AB*> =12+ 18°=A4AB=6",/13 ~21,63cm. BC*= 18+ 32*= BC =~ 36,72 cm.
AC*=12%+32>= AC ~ 34,18 cm. ABCA-ben s = 46,3 cm, ezért a Heron-képlet felhasznalasaval
12-18  18-32  32-12
tipen = 364,17 cm* = A = + + + 1t pc =
2 2 2

= 952,17 cm?.

1871. A feltétel szerint az oldallapok olyan egyenlG szard
haromszogek, amiknek a szarszoge 45°, alapja 8 cm. Az oldal-

lapok magassdgara: tg 22,5° = — = m = 9,66 m. Pitagorasz té-
m

tele a KFEA-re (1871. abra): M* = 9,66> — 4* = M = 8,79 cm. =

1
=>V= 3 -8%:8,79 =~ 187,5cm’.
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1872. a) Tekintsiik az 1871. dbrat, legyen a = 7 cm!
am A—a*
A=a*+4. e mE = 15,93 cm. Pitagorasz tétele a KFE c

2 2 1|
2 s oz . 2 2 a 2 4
derékszogl haromszogre: m~= M=+ ”h >M=|m"— Vi 15,54 cm.

1
V= §a2Mx 253,8 cm’.
b) Tekintsiik az 1856. 4bréat, legyen a = 5,5 cm!

3‘f5a2 Q‘
@[3 am A== \"
A=6- +—|=m=——"=—=1172cm. ABKA szaba- = F
4 2 3a a=47Tcm A

55./3

lyos, ezért KFF = cm. Pitagorasz tétele a KFC derékszog(i haromszogre: m? = M? + KF* =

1 a’/3
= M= /m’— KF* =10,71cm. V=§-6- [ M = 280,58 cm®.

4
45°  a
c) Tekintsiik az 1872.abrat! ABKA egyenld szaru, szarszoge 45°, ezért tg o T =
a 4,7-5,67 5 .
x= W =x=507Tcm= 1y, = - 106,56 cm”, valamint A = £, + 8 £ 4,0 =

4, 7m
= 272 =106,56 + 8- — = m = 8,79 cm. Pitagorasz tétele a KFC derékszogii haromszdgre:

m=M+x’=M=/m>—x*> =6,2cm. V= "M =~ 238,9cm’.

g ’ talap

1
1873. a) Tekintsiik az 1871. abrat, legyena = 6,3cm! V= 3 a? M= M =3V:a*=40,34 cm.

aﬁ a*

Pitagorasz tétele az EKC derékszogli haromszdgre, melyben KC = — =o0’=M+ > =
= 0 =40,58 cm.

b) Tekintsiik az 1873. abrat! ABK olyan egyenl6 szard haromszog, aminek szarszoge 72°, ezért

te 36 39 39 5,37 1% ! M S.T.M
© = = - = . :_t . == =
5 x T gzee 0l 3 3
&

=M =153 cm; ABKA-b6l KB= |x*+ Vil 6,64 cm. Pitagorasz

C
tétele a KBC derékszogli haromszogre: o”=153%+ 6,64°=
=0 = 16,68 cm.
. o a’/3
c¢) Tekintstik az 1856. abrat, legyena =5,9cm! V' = 3 6- 4 M=
=M= ~17,7cm; ABKA szabalyos, ezért KB=a =159 cm.
@3 i

Pitagorasz tétele a KBC derékszogii haromszogre: o® = M? + a* = B

=0 = 18,66 cm. 40
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1874. Legyen a gila alapéle a, magassaga M, a keresett
tavolsdg m = GT! A sikmetszet az ABGH hurtrapéz.

1
ABCDE giila térfogata: V' = 3 a’ M; ABCDGH test tér-

1 1
fogata: > V= I3 a*> M. ABCDGH test felbonthaté egy

haromszog alapi hasabra (QRGPSH) és két egybevagd
téglalap alapu gilara (APSDH és QBCRG). A hasab tér-
R -

OR-GT am
fogata: V= ———— GH= - GH. A téglalap alapu
AB—-GH

2
1 1
gula térfogata: V,= 3 OB-BC- GT=§ T em=

@GHyam o GH_EK-GT _GH _M-m
=— : = = = =
‘ dzéppontd hasonlGsdg alapjan: — K p o

(M —m)a
a————|-am
M —m)a am (M—m)a M a’M
SGH=—— % 42, =05V = —. 12 SN
M 2 M 6 6

) ) 3+/5 3-/5
>m " =3mM+M"=0=>m= > M >M, ez nem lehet. m,= > M a keresett

tavolsag.
1875. Az 1875. abra jelolései szerint: & = 72°28', a = 2,56 m. AKE derékszogli haromszogben

2,56 /2
= 2f =1,81m és tg72°28 =

1
AK =SM=574m.V=— a’M =12,54m>.
L8l 574m.V 3 a ,54m

1876. Tekintsiik az 1812. dbrat, legyen a =b =c =2,54cm, x =y =z! Dontsiik a gilat az
egyik oldallapjara! Az oldallapok olyan egyenld szaru derékszogli haromszogek, amiknek
25 2,542 /3 X 2,542 L 1 o? 0

ﬁ'4+4

2,54 cm az atfogdja. = o =

~ 0,97 cm®.

1877. Tekintsiik az 1877. abrét, legyen a =4 dm, 8 = 75°! KAB olyan egyenls szard hdarom-
45° a 4 ax

. . z .. ) 4 — = =y = = =8 — =
szdg, aminek szarszoge 45°, ezért tg R 219225 483 dm=1,,, =8 >
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= 77,25 dm®. ABC olyan egyenl§ szart hdromszdg, aminek alapon fekvé

B . . 4tg75° am c
szoge 75°, ezért tg 75° = - =>m= " 7,46 dm =141, = - =
=14,92 dm®.
A= Laap + 8t01dallap = 196,68 dm?>. Pitagorasz tétele a KFC derékszogl

1
haromszogre: M4+ =m’=>M=568dm; V= 3 Htap "M = 146,4m>.

1878. Tekintsiik az 1877. abrat! M = 37,65 m; KA =r=3,15m. KAB
olyan egyenld szaru haromszog, aminek szarszoge 45°, ezért f,,, =
r*sin45°

1
=8~ =2806m’ = V=1, M==352m"

1879. Tekintsiik az 1879. dbrat! 4,4, = 1,9 cm; KFC < = 87°11". Az alaplap a koré irhat6 kor
kozéppontjabdl a csucsokhoz vezetd sugarakkal 24 db olyan egyenl$ szard haromszdgre bont-

hato, amelyek szarszoge 15°. KFA, derékszogli haromszogbdl: tg 7,5° = ,ﬁ = KF =721 cm.

M 1,9-7,21
CKF derékszogli haromszogbdl: tg 87°11" = e =M=14654cm. 1,,,=24- =

1
=164,39 cm’ =V = 3 £ M~ 8029,8 cm® = 8,03 dm’.

alap

2
1880. Haszniljuk az 1871. 4bra jeloléseit! VV'=864cm’ a:M=2:3, ezért a=§M;

a 2 cm a cm. K1 agorasz ctele

a
a CKF derékszogii hdromszogre: m* = M* + 7 >m= 6@ =~ 18,97 cm;

am
A=a’+4 —— =144+ 144 /10 = 144 (1 + /10 ) em? ~ 599,37 em”.

1 2,/2 3V
1881. Az 1871. abra jeloléseivel: M = 2/5 a=V=—a M= f Pd=a= [— =
3 3 3 2/5

a
= 3,75m= M = 10,62 m. Pitagorasz tétele a KFEA-re: m?>=M?*+ 7 =m = 10,78 m;

_ 2. 2
A=a+4 > =94,94m".

a/3
1882. Az 1871. abra jeloléseivel: Az oldallapok szabélyos haromszogek, ezért m = Tf . Pita-

2 P v 12 .. 2 2 az 3 ) 1 5 a2
gorasz tétele a KFC derékszogli haromszogre: m” = M~ + Y > M= i e

1 1 %4
V=—a2M=—a3“/5=>a= —— = bcm.
3 6 3 ﬁ —
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[1884.] 7 [1885.] ~

&
%
2

c »ﬁ
L5 s 561 5

A 7 dm B A A

1883. Hasznaljuk az 1875. abra jeloléseit, legyen @ = 46°20', V = 4,86 cm®! AKE derékszogii

aj2

1 2 61
:—-£~a3~tg 46200 =>a= |[—— = 2,7m.
3 2 3 /2 tg 467200 T

a/?2 a/?2 1
haromszoégben AK = Tf ; tg a=tg 46°20" = =>M= Tf tg 46°20"; V= 3 a’M=

2

875
1884. Pitagorasz tétele a DFC derékszogli haromszogre: m*+ | —| = 15 = m’= e dm?.
2
. . b . 2 [ 7] _ 875
Pitagorasz tétele a KFD derékszogii haromszogre: M~ + 7| = T:> M = 14,37 dm;

1
V=3 751437~ 167,65 dm’.

1,56
1885. KAB olyan egyenld szarui haromszog, aminek szarszoge 72° = sin 36° = > =rx
r
M
=~ 1,33 cm. CKB derékszogli haromszogben: tg ¢ = tg 72°45" = KL =M =427 cm;
1 1,33-sin72° \ ’
V=t M= 3 -5 — 42759 cm’=m=9 V=72-599=431g.
1886. Az 1871. dbra jeloléseit hasznélva: 1,,, = a?=1024cm*=>a=32cm=V= 3 Ty M =

=16,47cm. Pitagorasz tétele a KFE derékszogli haromszogre: m?*= 16>+ 16,47°=m =

am
=2296cm=1¢ . =4- - = 1469,58 cm? = 14,7 dm?.

palast

1887. Az 1871. abra jeloléseit hasznalva: a=45cm =4,5dm. V =tomeg:slirliség =
1
=134,96dm* V= —

3 ’ talap

1
M=13496=V = 3 452 M=M=~ 20dm.
1888. Tekintsiik az 1856. abrat, legyen a =4,5cm, m =9cm! ABKA szabalyos, ezért

2
453 4,52ﬁ ’ .

5 om Pitagorasz tétele a KFC derékszogii haromszogre: 9> = M?* + [

1 6‘4,5-/§
4

=>M=81lcm; V= 3 -8,11 ~ 142,27 cm?.
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1
1889. M =9 cm; V'=62,52 cm’; 1,0, = 36,7 cm®. V'=— ¢

k1% 5
3 Latap M:”;uap = 37a =20,84 cm*;
e-M 2l‘ACE e f 2ta\lap Y v 12
Licg = > =e= TR =8,16 ey 1, = > =f=——"=5,11 cm. ABK derékszogii ha-
e
romszdgben tg ¢ = > : 57 i = 0,6263 = ¢ = 32° = Az alaplap egyik szoge 64°. Pitagorasz
e ; , =
tétele az ABKA-re: a® = B +|—| =a=4,81cm.
1890. M =14cm; m=42cm; t=60cm?. Az alappal parhuzamos sik egy, az eredetivel
h 16 gulat metsz 1 ’l’b’l/i—M_m—l m—l b2 _ 7 LAl tt gala té
asonl6 giildt metsz le a gilabol. A = —r—= 7 4 - 10 evagott gula tér-
1 4
fogata: V' = 3 t(M —m) =196 cm’. Hasonl6 testek térfogatinak ardnya: 7 P=
Vv’ 196-10° 4 3 3
=SV=-—=2V=———=—-10"=571,43cm".
/13 73 7 _—

1891. Azalaplap atléja az ABC derékszogii haromszogbdl Pitagorasz tételével: €2 = 6% + 82 =

= ¢ =10 cm. Pitagorasz tétele a KCE derékszogii haromszogre: M? + 52 =13*= M =12 cm.

Az A'B'C'D’ sik egy, az eredetivel hasonl6 galat metsz le a gtlabol. A két gula térfogatanak
Vo1 1 M—nh h

aranya: v = ?=> A= % , masrészt A = v 1- " . A kett6t Osszevetve: 1 — -

1
= —=>h =121 —-—| cm= 2,48 cm.
V2 [ V2 ]

1892. A csiicshoz kozelebbi sik egy olyan gulat metsz le,

amely hasonlé az eredeti gulahoz. Térfogatuk aranya:

v, 1 1 m, 1 45
—=—=A/=A ~31,2cm.

1 T T T T e T =
V3 oMo
A csticstol tavolabbi sik is egy olyan gulat metsz le, amely hasonlé

2
az eredeti galdhoz. Térfogatuk aranya: —z—— /13

f \/7=>m2—45 3‘/j~3931cm
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'y A cstcstol szamitott méasodik test magassaga: m, =m) —m; =

~ §,11cm. A csucstdl szdmitott harmadik test magassaga:

my=M —m)=5,69cm.
6dm  1893. A kocka fedGlapjanak sikja egy, az eredetivel hasonlo

;’AE a galat metsz le. A lemetszett giila magassaga m = 6 — a, alap-
i ! a 6 —da a
/’--)L_-_-_I_-_-__ éle a. Ahasonléség aranya: A = T masrészt A = c = 1"
Al T _6-a B L 5
% dm —T:a—2,4dm=>V—a =13,824dm".

Csonkagula

1894. Legyen POHE a csonkagiila alapsikra merdleges metszete. = EP1 AB=EP =m az

) s a+b a*+ b?
ABFE oldallap magassaga. A feltétel szerint: a”+b° =4- me=m=—_—-:.
2(a +Db)
2
a-b) @-by  (a+b?)

=m?, azaz M*+

Pitagorasz tétele a PTEA-re: M?*+ =
4 4(a+b)

(@0 (@=b) (a+p) (@) (@0

= M= 2 2 - 2 -
4(a+0) 4(a+0) 4(a+b)
(a2+ b*+ a®— b2><a2+ b*—a’+ bz) 24%-2b? ab
- - - M=
4(a+b) 4(a+b) at

1895. Az 1894/1. dbra jeloléseivel: M = 52 cm; a = 55 cm; b = 32 cm. Vegyiik a csonkagila EH
élre illeszkedd, alapsikra mer6leges metszetét! A sikmetszet olyan hdrtrapéz, aminek szérai a
csonkagula oldallapjainak magassagaval egyenl6k, magassaga pedig a testmagassaggal. Az 1894/11.
4brat tekintve: PT = (55 —32):2 = 11,5 cm. Pitagorasz tétele a PTEA-re: m* = 11,5* + 52*=

2
=m=5326cm. A=55+322+4- -53,26 ~ 13316,2 cm” = 1,33 m?.

52
V=" (55 +55-32+32%) ~ 1006893 em’ ~ 100,69 dm’.

3
<
3
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1896. Tekintsitk a csonkagila kiegészitd gualajat! Az egyesitett test hasonld a kiegészitd

PS—PT PT )

glldhoz. A hasonlésag ardnya: A = s - 1- s Az alap haromszog sulypontja S,
49,5./3 40 20

tehit PS=———. QPT<=60° é QT=20cm=QP=— ¢és PI=—= A=
6 el /3

-2 95/3 _ 93 Afedslap és az alaplap hasonl6sdgabol b= A-a = > 49,5 =

= ﬁ 3 05 eddlap és az alaplap hasonlésagabol b = a—49’5 S =

49,523 N 9,52/3 L5 295495 40/3

=95cm. A=

4 4 2
Ly 49,5%/3 . 49.5-9,5,/3 . 9,5%/3
T3 | 4 4 4

~ 3144 cm?® =~ 31,44 dm?.

~ 8691,3cm’ =~ 8,69 dm’.

(1.8 —1,2)

1 =m=1,77m.

1897. Az oldallapok magassaga Pitagorasz tételével: m? = 1,8% —

1,2+ 1,8

— 1,77 = 12,06 m?.

1898. Vegyiik a csonkagtla olyan tengelymetszetét, ami az alaplap egyik szimmetriaatlgjara
illeszkedik! Ez a sikmetszet egy olyan hurtrapéz, aminek magassaga a testmagassag, szarai a
csonkagula oldalélei, alapjai az alapél, illetve a fed6él kétszeresei. Legyen 2a =7,4cm,

A =122 +4-

A b B
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2b = 4,8 cm, M = 7,4 cm! Pitagorasz tétele az 1898/1. ab-
2
74 —48
(14-48)" _

4
= 0 = 7,51 cm. Szamitsuk ki egy oldallap magassagat!

Pitagorasz tétele az 1898/I1. abran kiemelt haromszog-

ran kiemelt hdromszogre: o° = 7,4% +

2
3,724
re: m? =7,51> — % =m =748 cm.
4 3,72/3  242/3  37+24
A=6- + + -7,48| ~
12 cm [ 4 4 ) )
~ 187,42 cm’.
74 (3723 3724-/3 243 \
=6 ) + 7| = 18LSSem’.

1899. V=% <25+ 25 +t)=916:>(ﬁ)2+ 5/t —204=0= (ﬁ)1<o, ez nem lehet.
(/1) =12=0=144m’
’ - +b

a
1900. Tekintsiik az 1894/1. abrat, legyena =32cm,hb=9cm! A =a’ +b* + 4 — -m, azaz

2873 =32>+ 9* + 82m = m ~ 21,56 cm. Az 1894/IL. 4bra szerint Pitagorasz tétele a kiemelt
2

a—
haromszogre: M =m’ — [T] = M =~ 18,24 cm;

1 1
V= §M<a2+ Ja*b* + b2> =3 M (a2+ ab + b2) =V~ 8469,44 cm® ~ 8,47 dm°.
1901. K kozéppontd hasonlésag miatt m,:8=m,:e=m;:12; my=m +10=>m, :8=

1 1
=(m;+10):12=m, =20cm=m;=30cm. V,=—mt, =—-20-8*=426,7cm’ és V,=

3 3
1 1
=§m3t3=§~3O~122=1440cm3=>V2:Vl+(V3—V1):2=933,350m3. V,:V,=m3:mi=
V. m
= my=, 72 -m; = 25,96 cm=d = 4,04 cm. e:8:m2:m]=>e:8-—2z10,38cm.
[ m =

1902. 1. eset: a medence tele van. T=196m%* t =49 m* m==6m =V = 686 m°.

2. eset: a medence félig van. t = 49 m?% m = 3 m. A fels§ lap éle ekkor az oldallap trapéz kozép-
vonala. = A fels6 lap egy (14 + 7) : 2 = 10,5 m oldald négyzet, ezért teriilete T = 110,25 m* =
=1V=23275m’.
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1903/1. 1903VILI.
C S52cm 20 32 C

DP\XR/ /Q

65 cm

A4 32 B

1903. A 1903/1. és 1903/11. abra jeldléseivel: ARPA ~ ASDA, mert szogeik egyenldk, ezért
x 50 200 616

Idalaik ard 16 agaik aranyaval: —=—=x=——=>P0=—7-. A la-
oldalaik ardnya egyenld magassagaik aranyava 06 T T3 (@) 3 a

daban lev6 viragfold csonkagtla alakot vesz fel, als6 négyzetlapjanak oldala 32 cm, a fels6é

F = 47,4 cm
1 1 1
Viasta =3 (T+ Tt +1) =550 (47,42+ /4742327 + 322> ~79792,7 cm’~ 0,079 m".

A fold tomege: 0,079 - 1400 ~ 111,7 kg.

Poliéderek, szabalyos testek

1904. Legyen az 1904. abrak jeloléseivel a kocka €le a, az EI szakasz felezGpontja P! FP = HP =

a3
= [ , mert egy-egy a oldala szabélyos haromszog stlyvonalai. FH = a /E , mert egy a oldala

aj2

2
négyzet atldja. A gula két oldallapjanak szoge: sin $__2 _ /; = ¢ =~ 109,47°. A kocka

2" /3

2
1904/1. 1904/I1. 1904/IIl.
I
P H/ ! \\\ G I
N2
E :\\ a3
F | \\ 2
:_ _____ -~ J
/
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egy élére illeszkedd két szabélyos haromszog lapszoge, azaz IQJ <X
a

H G = 1
7 kiszdmitdsa: — cos € = —2— = — =g ~5474°= [QJ L =
E /IN\_E a/3 ﬁ
7] 2
plt17 S\ R =e+90°+e=x19947° # ¢. A keletkezett test szomszédos
lapjai kiilonb6z6 szdgeket zarnak be. = Nem szabalyos a test.

i 1905. Legyen a kocka élhossza a. A kocka barmely két szom-
U szédos lapkozéppontjanak tavolsaga egyenl6 a kocka
A B egy lapatlgjanak felével. Példaul az 1905. édbra jeloléseivel

1
OR= > AC, mert OR kozépvonala az ACF haromszognek. A keletkezett test minden éle

hosszlisagi = lapjai egybevagd szabalyos haromszogek. A PORS egyenl6 oldali négyszog,

tehat rombusz. PR, illetve QS atl6ja parhuzamos és egyenld a kocka AB, illetve BC élével = at-
161 egyenld hossztiak = PORS négyszog négyzet. Hasonléan QUST és PURT négyszog is négy-
zet. A PORSTU test egy csticsbdl induld négy éle egy-egy egybevagd négyzet alapu szabalyos
gula négy oldaléle = szogletei egybevagok. A kocka lapkozéppontjai egy szabalyos test (egy

szabalyos oktaéder) csticsai.

1906. A kocka kézéppontjara szimmetrikus mindharom test. Az oktaéder lapkdzéppontjai az
oldallap szabdlyos haromszdgek sulypontjai. Vetitsiikk az O kdzéppontbdl a PUQ lap A’ kdzép-
pontjat a kocka feliiletére! A sulypont harmadol6 tulajdonsidga miatt az A" pont az A pontba
keril, a vetités pedig egy O kozépponti A’ = 3 ardnyd kozéppontos hasonl6sag. Ezt barmelyik
lapkdzépponttal megismételhetjiik. Az oktaéder lapkdzéppontjai tehat egy olyan kocka csticsai,

amely az eredetinek O kozéppontd, A = 3 aranyud hasonlésaggal nyert képe.

1907. A szabalyos tetraédert szarmaztathatjuk egy kockabdl ugy, hogy a tetraéder élei a
kocka lapatloi legyenek. A tetraéder élfelezd pontjai egyben a kocka lapkdzéppontjai is.
Az 1905. feladatban bizonyitottak szerint a szabalyos tetraéder élfelezd pontjai egy szabalyos
oktaéder cstcsai.

[1906.] 7 ¢ [1907.]»




Poliéderek, szabalyos testek 277

1908. A két tetraéder élei a felezGpontjukban metszik
egymast. A metszéspontok a kocka lapkdzéppontjai, ame-
lyek az 1905. feladatban bizonyitottak szerint egy szabélyos
oktaéder csucsai.

1909. Az 1905. feladatban lattuk, hogy a szabalyos ok-
taéder elhelyezhet6 egy kockdban tugy, hogy az oktaéder
cstcsai a kocka lapkozéppontjai. = Az oktaéder testatloi a
kocka két szemkozti lapjanak kozéppontjait 6sszekots sza-
kaszok. = A testatlok parhuzamosak a kocka egy csicsbol
induld éleivel, amelyek paronként merdlegesek egymasra.
= Az oktaéder testatloi merdlegesek egymasra.

1910. Az 1906. feladatban belattuk, hogy a szabélyos
oktaéder lapkozéppontjai kockat hatdroznak meg. Az
oktaéder lapjait a kocka harom-harom egymashoz csatlakoz6 lapatloja sikjdval parhuzamos
sikok hatarozzak meg. Ha egy kocka minden csticsan at a szomszédos harom cstcs altal kifeszi-
tett sikkal parhuzamosan felvesziink egy sikot, éppen a fent emlitett szabalyos oktaéderhez
jutunk.

1911. Legyenek az [, J, K, L, M, N pontok az oktaéder élfelezd pontjai. Az oktaéder PUQ
lapja kdzépvonal-hdromszog az EBD haromszogben, SRT lapja pedig kézépvonal-haromszog a
CFH haromszogben. [EBD]|[CFH] = [PUQ]| [SRT]. Mivel IJ kézépvonala PQT harom-

szOgnek, az 1J szakasz benne van a [PUQ] és az [SRT] kozépparhuzamos sikjaban és IJ = % PQ.
Hasonldan belathatd, hogy JK, KL, LM, MN, NI szakaszok is ebben a sikban vannak, és hosszuk
az oktaéder €lhosszanak a fele.= Az IJKLMN egy sikbeli egyenl§ oldald hatszog. 1J |PQ | DB
és JK | TR | CH | BE = DBE< és IJK< parhuzamos szart szogek, valamint JK és BE szaruk
ellentétes irdnyt = IJK<C = 180° — 60° = 120°. Hasonl6an igazolhatd, hogy az IJKLMN sokszog
minden szoge egyenl$. Az alahtuzottakbol kovetkezik, hogy az oktaéder IJKLMN sikmetszete

egy szabalyos hatszog.
1912. Egy adott a éld kockabdl szarmaztassuk a BGDE szabalyos tetraédert és a PORSTU
szabalyos oktaédert az 1905. és az 1907. feladatban ismertetett médon. A tetraéder élei lap-

atlok, hosszuk a ,/5 . Az oktaéder csucsai lapkoézéppontok, egyben a tetraéder élfelezd pontjai,
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ezért az oktaéder élhossza ¢ él-
hossztsagu szabalyos tetraédert vagnak le, a POTE, RSTG, PUSD, URQB testeket. E négy
tetraéderbdl és az oktaéderbdl a kivant mdodon 6sszeallithat6 a kétszeres élii DBGE szabalyos
tetraéder.

1913. Az oktaéder egy csicsa, azzal szomszédos négy élfelezé pontja és kozéppontja fele
akkora élt, az eredetihez hasonld szabdlyos oktaédert hataroz meg. Az oktaéder mind a hat

. A tetraéderbdl az élfelez6 pontok négy egybevagd

a .
csucsanal levaghatunk ilyen egybevago, > &l oktaédert. Igy az eredeti oktaédernek mind a
a
nyolc lapjan megmarad a kozépvonal haromszog, s ahhoz kapcsolddva egy-egy > élt szabalyos
a
tetraéderrel kitolthetd az a €1t oktaéder. Tehat hat darab > ¢ll szabalyos oktaéderbdl és nyolc

a
darab — éli szabalyos tetraéderbdl osszeallithat6 egy a élii szabalyos oktaéder.

1914. A két tetraéder kozos része egy szabélyos oktaéder, a PORSTU test. Ennek 12 éléhez
illeszkednek a kimaradt részek, az EAQP tetraéderrel egybevago testek. Az EAQP test A4l7 vek-
torral valo eltoltja a TURS test = EAQP = TURS. TURS éppen negyede a PORSTU szabalyos
oktaédernek. = A 12 kimaradé részbdl 3 darab szabdlyos oktaéder allithaté 6ssze, amelyek
mindegyike egybevagd a két tetraéder kozos részével, a PORSTU oktaéderrel.

19/1 5. Az 1914. feladatban lattuk, hogy egy a éli kockaba beirt két tetraéder nyolc darab
a/2

2

éld

éld szabalyos tetraédert, egy €1l szabalyos oktaédert €s tizenkét darab

»szabdalyos oktaéder-negyedet” hatdroz meg. Rakjuk ki kockédkkal a teret, ez lehetséges.
Bontsunk fel minden kockat a fentiekben megadott mdédon! fgy a kozos élben taldlkoz6 négy
kockaban egymashoz csatlakoznak a ,,szabalyos oktaéder-negyedek”. = Kitdlthet a tér egyen-
16 éli szabalyos tetraéderekkel és oktaéderekkel.

1916. Az 1914. feladat megoldasaban lattuk, hogy egy kocka szétdarabolhat6 1 szabalyos ok-
taéderre, 8 szabalyos tetraéderre és 12 ,,szabalyos oktaéder-negyed”-re. Két kockaban 2 szaba-
lyos oktaéder, 16 szabalyos tetraéder és 24 ,,szabalyos oktaéder-negyed” van. Ennyi ,,oktaéder-
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So - a2 7
negyed”-bél 6 darab, az el6zokkel egyenld élii szabélyos oktaéder rakhaté ossze. Igy dsszesen
két kockabodl 8 oktaéderiunk és 16 tetraéderiink van. Az 1913, illetve az 1912. feladat szerint
6 oktaéderbdl és 8 tetraéderbdl 1 darab kétszeres €1l szabalyos oktaéder, illetve 2 oktaéderbdl
és 8 tetraéderbdl 2 darab kétszeres €élii szabalyos tetraéder lesz. Tehat a kockat atdarabolhatjuk
két szabalyos tetraéderbe és egy szabalyos oktaéderbe.
1917. A szabalyos oktaéder beirhat6 egy kockaba gy, hogy az oktaéder csicsai a kocka lap-
kozéppontjai. A kocka beirt gombje a lapkdzéppontokban érinti a kocka lapjait. Ez a gdmb egy-
ben az oktaéder koré irhaté gomb, amelynek kézéppontja az oktaéder €s a kocka kozos kozép-
pontja, sugara pedig az oktaéder testatlgjanak fele.
1918. A szabilyos oktaéder lapkdzéppontjai olyan kockat hatdroznak meg, amelynek testét-
161 mer6legesek az oktaéder szemkozti lapparjaira. Tehat a kocka koriilirt gombje egytittal az
oktaéder beirt gombje, melynek atmérdje a kocka testatloja.
1919. Legyen a szabdlyos oktaéder éle a, a meghosszabbitas b. Vizsgéljuk a PURT sikmet-
b/2
szetet! A kocka éle PR = a ﬁ . A TZ szakasz PR egyenesre esG merdleges vetiilete KI'= —
Ve

a
A PT szakasz PR egyenesre es6 merdleges vetiilete PK = — = VZ=PV=PK+KV=

a+b)/2 a/6
=#.Ag6mb5ugaraKZ= [

, mert a kocka testatlgjanak fele. A KVZ derék-

szogli haromszogben Pitagorasz-tétel szerint: KV + VZ? = KZ?%, azaz

[bﬁ]2+ (a+b)ﬂ]2_[a/g]2:>b2 >+ 2ab + b
2 |2 2 N

2 2 2 H__t__¢G
// \\

aZ // 2
= = 2b*+2ab—2a’=0 = b*=a’—ab=a(a—b) = / :‘\E \

b a-> / /! }\ \
=—= . Tehat a TZ meghosszabbitds az oktaéder 1 s \

P (| atw el
élének hosszabbik aranymetszete. \ No--777) |
1920. Legyen az oktaéder AE €s CE ¢lének a korilirt 1\ \\\\ v )
gdmbbel valé metszéspontja G és H. \ W ,/
Az AC és a GH szakasz szimmetrikus az EF egyenesre = < F e

= GH| AC. CAE<X = 45°= EGH< = 45°= GEHA egyenl§ S -

SNS—— -
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1920/Il. szard derékszogli haromszog. Tekintsiik az oktaéder 4, F, C, E

H__ L G csucsait tartalmazé sikot, ami a kocka koré irt gombbdl a K
) /IN kozéppontt KG sugart f6kort metszi kil

’ E i AN a

3 a b
\ KGzT; AK=KC=5; LG=KT=3; GT=AT =

a+b
=5 hiszen = ATGA is egyenl6é szart derékszogli ha-

1

1

I . .
! romszOg. KTG derékszogli haromszogben Pitagorasz-tétel

2
a3 b a+b
N ’ szerint: GK? = KT? + GT? azaz [ [ ’ = [2] 1 N

- = b=’ ab= — = % , tehat a GH tavolsig a kocka
a

b
élének hosszabbik aranymetszete. Mivel a LEGA egyenld szart derékszogl, LE = 5 ami a

GH szakasz tavolsiga az alatta levé kockalaptol. Megjegyzés: b>+ab —a®=0 alapjan
(/g - 1) a
b= —
1921. Az 1920. feladatban lattuk, hogy az a éli kockabdl a megadott szarmaztatassal kapott

1 b
Z, Y pontokra ZY | DE; GC = 3 ZY = > ahol b*>+ab —a*=0. a) DE |[MN = ZY |MN =

= MZYN sikbeli négyszog és trapéz. Be kell latnunk, hogy az X pont is az MZYN trapéz
sikjaban van. Ehhez elegendd azt megmutatni, hogy X, F és G pontok egy egyenesen vannak.

kiszamithato.

a a—b>b b
Vizsgaljuk az A, C, B pontokat tartalmazo sikot!XX’=5;FC=E§X F= 2 ;CG=5;
XX' b XF _azb b _a-b o= X X vF AFCGA
_. = C = & —a=0=—"="-= -
ol e b AT a—a FC =~ CG ’

mert két-két oldaluk ardnya és az azok 4ltal kozrezart szogiik egyenld = megfelel§ szogeik
egyenlSk. Példaul X'XF L = CFGL = X, F, G egy egyenesen van.

b) A szarmaztatasbdl kovetkezik, hogy az M, Z, Y, N, X pontok a kocka kéré irhaté gomb pont-
jai. Mivel egy sikban vannak, és a gdbmb sikmetszetei korok = MZYNX hirsokszog.

¢) A szarmaztatas szerint MX = MZ = NX = NY. Pitagorasz-tétel az X'XF derékszogli harom-

a—b]2 a’— 2ab + 2

> = 1 . Pitagorasz-tétel az MFX de-

a| a*-2ab+20* b'—ab+a
rékszogii haromszogben: MX*= MF*+ XF*= [5] 2 = P

pontban kapott b? + ab — a® = 0 dsszefiiggést felhaszndlva MX? = b* adédik. = MX =b = Az
MZYNX 6tszog oldalai egyenlSk. Az el6z6 pontban belattuk, hogy ez az 6tszog korbe irhat6. =

2
. s ” o | D
szogben: XF*=XX""+ X'F*= 5 +

. Az a)

= Szabalyos 6tszog csticsai a vizsgalt pontok.
1922. Az 1921. feladat megoldasaban lattuk, hogy az a €l kockdbdl a megadott mdédon szar-
maztatott 12 pont, valamint a kocka 8 csticsa rajta van a kocka koré irt gdmbon, és a megfeleld
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pontok 12 darab egybevagd szabalyos 6tszoget alkotnak. = A test 12 darab olyan egybevagd
szabalyos 0tszOg alapt guldra bonthatd, amelyeknek oldalélei egyenlSk, s ezek az oldalélek a
kocka koré irt gomb sugarai. = A test 12 szdglete egybevago. A test szabélyos tizenkétlapu test,
vagyis dodekaéder.

1923. A dodekaédert az 1922. feladatban leirt médon szarmaztathatjuk. = A dodekaéder
8 megfeleld cstcsa éppen egy beirt kocka csicsait adja meg. A kocka éle egyenld a dodekaéder
egy lapatldjaval, és a beirt kocka egy éle parhuzamos a dodekaéder két szemkozti élével. Egy
szabalyos 6tszoglap minden atlgjdhoz illeszthetd beirt kocka. = 5 killonb6zd helyzetd, egybe-
vagd kocka irhaté a dodekaéderbe.

1924. A dodekaéder 12 lapkdzéppontja egy 12 cstcsu testet hatdroz meg. Mivel a dodeka-
éder szabdlyos test, lapszdgei, megfeleld hosszisdgadatai egyenlGk. = A keletkezett test min-
den élének hossza egyenl az FGH egyenld szart haromszog alapjanak hosszaval, ahol F és H
két szomszédos lapkdzéppont, G pedig e lapok k6zds élének felezéspontja. = A test lapjai sza-
balyos haromszogek. A dodekaéder barmely lapkdzéppontja a hozza csatlakoz6 szomszédos la-
pok kézéppontjaival szabalyos 6toldali galat hataroz meg. A kiszemelt lapkdzéppontnal a gula
élszogei egyenldk. Tehat a szabdlyos dodekaéder lapkozéppontjai 12 cstcsu szabélyos testet,
azaz szabalyos ikozaédert hataroznak meg.

1925. a) A szabalyos dodekaéder két szemkozti parhuzamos lapjanak kozéppontjat ossze-
kotd szakasz felez6 merdleges sikja tizszogben metszi a dodekaédert. A tizszog csucsai élfelezd
pontok, a tizszog oldaldnak hossza feleakkora, mint a dodekaéder lapatldja. = A tizszog egyen-
16 oldala sokszog. A tizszdg cstcsai egyenld tavol vannak a dodekaéder koriilirt gombjének
kozéppontjatol, hiszen ez a tavolsag egyenld a dodekaéder egy éle és a gomb kodzéppontja altal
meghatarozott egyenld szart haromszog alaphoz tartozé magassagaval. = A tizszog csticsai egy
koron vannak. A korbe irhat6 egyenld oldalu tizszog szabélyos.
b) A szabalyos ikozaéder két atellenes cstcsat 9sszekotd sza-
kasz felezd merdleges sikja tizszogben metszi az ikozaédert. A
tizszOg csucsai élfelezd pontok, €s a tizszog oldala feleakkora,
mint az ikozaéder éle. = A tizszog egyenld oldali sokszog. A
tizsz0g csucsai egyenlS tavol vannak az ikozaéder koriilirt
gombjének kozéppontjatdl, hiszen ez a tavolsdg egyenld az
ikozaéder egy ¢éle €s a gomb kozéppontja altal meghatarozott
egyenl6 szaru haromszog alaphoz tartozé magassagaval. = A
tizszOog csucsai egy koron vannak. A korbe irhatd egyenlod
oldald tizszog szabalyos.

1926. A szabalyos ikozaéder 20 lapkozéppontja 20 csticst
testet hataroz meg. Mivel az ikozaéder szabdlyos test, lap-
szogei és megfeleld hosszisagadatai egyenlok. = A keletkezett
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test minden élének hossza egyenld az FGH egyenld szarti haromszog alapjanak hosszaval, ahol
F és H két szomszédos lap kozéppontja, G pedig e lapok kozos élének felezéspontja. Az iko-
zaéder barmely lapkdzéppontja a hozza csatlakoz6 szomszédos lapok kdzéppontjaival szabalyos
haromoldalt gulat hataroz meg. A kiszemelt lapkdzéppontnal a gila élszogei egyenlSk. Tehat a
szabalyos ikozaéder lapkozéppontjai 20 csuicsu szabélyos testet, azaz szabalyos dodekaédert
hataroznak meg.

1927. Mivel a szabalyos dodekaéder forgasszimmetrikus a két atellenes lapkozéppontjan
atmend egyenes koriili 72°-os elforgatdsra, a megadott élek ezen az egyenesen metszik egymast.
1928. Tekintsiik a szabalyos dodekaéder egy lapjanak cstcsaiba érkez6 azon éleket, amik
nem illeszkednek e lap sikjara. Az 1927. feladatban lattuk, hogy ez az 6t egyenes egy ponton
megy at. Ez a metszéspont rajta van az adott lap kdozéppontjat a dodekaéder kdzéppontjaval
Osszekotd egyenesen. A dodekaéder szabalyos test, ezért minden laphoz tartozik egy ilyen met-
széspont. Ezek a metszéspontok egyenld tavol vannak a dodekaéder kozéppontjatol, ezért a
dodekaéder lapkozéppontjainak kdzéppontos hasonldsaggal nyerhetd képei (a hasonlésag ko-
zéppontja a szabalyos dodekaéder koré irt gombjének kozéppontja). Az 1924. feladatban lat-
tuk, hogy a szabalyos dodekaéder lapkozéppontjai szabalyos ikozaéder csicsai. = A feladat
feltételeinek megfelels 6t-6t €l metszéspontjai is egy szabalyos ikozaéder csicsai.

1929. A szabalyos testek egy-egy héalojat abrazoltuk.

A szabalyos tetraéder haldja: 1929/1. 4bra.

A kocka hal6ja: 1929/11. dbra.

A szabdlyos oktaéder hél6ja: 1929/I11. abra.

A szabalyos ikozaéder hal6ja: 1929/IV. abra.

A szabalyos dodekaéder haldja: 1929/V. abra.

1930. Tekintsiik az 1905. abrat, legyen AB =x, QR = a! A szabalyos oktaédert beirhatjuk egy

kockéba tugy, hogy az oktaéder csucsai a kocka lapkdzéppontjai. Az oktaéder éle feleakkora,

1
mint a kocka lapatléja. Az ACF haromszdgben a OR szakasz kdzépvonal = OR = 5AC ésa=
1

1
= EAC =5 ﬁ . Az oktaéder két szemkozti élének tavolsaga a felezéspontokat 0sszekotd

/\ 1929/IIl. 1929/IV.

i

I
:
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1932/I. r 1932/IL.
R
v
R K
P F Z 0
szakasz hossza, ami egyenld az oktaéder élhosszaval. = d = a. Az oktaéder testatloja QS =x =

2a
- ealt

a/3
1931. FT'= — mert a TUF szabélyos hiromszdg magassiga. TU = aﬁ , mert egy

a2 o TZ
a oldalu négyzet atlgja. TZ = — mert Z a TU szakasz felezéspontja. sin TR
a/?2
2

= ‘2/7 = /; = ¢ = 109,47° két szomszédos lap szoge.
a3

T
’ 1
1932. EVkozépvonal az RTK haromszogben = EV = > TK = /A\
aj2 : :
PK . R

=y VZ|RQ és V negyedelpont = Z negyedelSpont a

| 3 11 N——
PQszakaszon:>ZQ=Za, VZ:ZQ és FZ=—a——a= /

2 4

1
=7 % Pitagorasz-tétel az FZV derékszogli haromszogben: 7

5 5 5 5 a®>  9a* 5 5a*
FV°=FZ"+VZ". FV* = E+F:>FV =3
Pitagorasz-tétel az FVE  derékszogii haromszogben: |1934/1.

5a*  2a° a /g T

FE*=FV*+EV*. }«“Ez=?+F = FE=—3

1933. Az a oldald szabalyos oktaéder koré irhaté6 gomb
atmérdje az a oldali négyzet atloja.

a/2
2r = 2PK = PR = Az oktaéder koré irt gobmb sugara r = [ . p

o

1934. Tekintsiik az E, F felezéspontokon atmend és 7, U
csucsokat tartalmazo sikmetszetet!

<—
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3
. Az oktaédert a beirt gomb a lapok suly-

aﬂ a

pontjdban érinti=X, Y, V, Z harmadolja a rombusz oldalait. KT=T; KF =—

2 b
o3 o3

Az EUFT négyszog rombusz, oldalainak hossza

TF = 5 =VF = 6 Pitagorasz tétele a KV'F derékszogili haromszogre:
2 2
a a/3 a’ a/6
r2:— ——[ :—ﬂr:—‘/i‘
2 6 6 6

1935. A szabilyos oktaéder két parhuzamos lapja tartalmaz két kitér6 €lt, melyek normal-
transzverzalisanak hossza egyenl6 a két lap sikjanak tavolsagaval. Ez egyenl6 az oktaéder beirt
gombjének atmérGjével. Az 1934. feladatban lattuk, hogy az a éld szabalyos oktaéder beirt

oo oo
6

= az 4tmérs hossza, s egyben két kitérd él tavolsaga 2r = 3

gdmbjének sugara

a2
1936. Aza éli kockaba irt oktaéder éle: b = — 1. eset: a beirt kocka csucsai az oktaéder

lapkozéppontjai (V, Z), éleinek hossza c. Ekkor V; illetve Z harmadolja TX, illetve UX sulyvo-
nalat= XV:XT =c:a =1:3. Akét kocka éleinek ardnya 1:3.

2. eset: a beirt kocka csucsai az oktaéder éleire illeszkednff éleinek hossza ¢’. Ekkor az a éld
kockaba irt oktaéder testatloja: QS = a. A ¢’ €li beirt kocka atlos sikmetszetébdl leolvashato,

a
hogy OS=¢’ +c’ﬁ. =c'=

L (1+47) L2

1937. Azrsugart gombbe a €ld kockat irunk. Tekintsiik a gombnek

A két kocka éleinek ardnya

E % aV2 G egy négy kockacstucsot tartalmazo fokormetszetét! (1937/1. abra)
r Pitagorasz tétele az ACG derékszogili haromszogre:
2 2r
A4 .k a2+<aﬁ)=(2r)2:>3a2=4r2:>a=—.
/s
A C a r

Az a €t kockaba irt gobmb sugara o = — =

EE'
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Az r sugari gdmbbe b éli oktaédert irunk. Tekintsiik a gomb- |1938/Ill.

nek egy négy oktaédercsticsot tartalmazd fOkormetszetét!
(1937/11. abra)

E
b=r /5 . A b éll oktaéderbe irt gdbmb sugara az 1934. feladat
. b/6 _ry2/6 ,
szerint: p'=———=———=—_ =p=0, a két beirt ﬁ
ST e Th .
gomb sugara egyenld. -
F

[t

1938. Legyen a szabalyos dodekaéder éle a, a beirt kocka
éle x. Az 1920. feladat megoldasdban lattuk, hogy

_ (ﬁ—l)x a(fiﬂ)

= x=———". Pitagorasz-tétel a TES és a

PGS derékszogli haromszogekre: SE=

\/g_ 2x2 \/g_l X x x
x2—< 161> i 4) —Tzz[%/1o+2f—/5—2ﬁ].

X

&)

sin — = ¢ ~ 116,58°

- 2
2 x(1 —
2{2/10+2[ —/5—2ﬁ] 193911
T
a szabélyos dodekaéder két szomszédos lapjanak szoge. A
N

1939. A szabilyos ikozaéder egy csticsba futd 6t éle egy szaba-
lyos 6toldala galat hataroz meg. Két szomszédos lap szogének 4
P A

kiszamitasakor ezt a gulat vizsgaljuk. (1939/1. abra) Legyen az

a/3
ikozaéder éle a! TE=EQ = — mert egy-egy a oldali y
szabalyos haromszog magassagai. Az 1920. feladat megoldasa- R
ban pedig lattuk, hogy az a oldaltt PORST szabalyos 6tszog atloja
a (/g + 1)

2 . ATQEA-ben. (1939/11. ébra) Q

or=
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L a5

T TF= ?QTz — és az EFT derékszogli haromszogben sin % =
| a(y5 +1)
1 J5+1 o .
% = = = ¢ = 138,19° a szabalyos ikozaéder barmely két
E | F a/3 2/3
2
szomszédos lapjanak szoge.
Q
1940.
A szabalyos test éleinek szdma cgy élénck hossza, ha az lek
Osszege 12a
tetraéder 6 2a
kocka 12 a
oktaéder 12 a
] 2a
ikozaéder 30 5
2a
dodekaéder 30 =

2
1941. Tekintsiik az 1941. dbrat. Adott a PORS négyzet atldja: PR =d = PQ = é d, valamint
1 1 2 ; 21 1 L
PR=TU=>TK=Ed V=2VIv’QRST=2§tPQRSTK=§PQ TK:?Ed Ed=gd .

1942. 1. eset: Kocka; felszine 6a° = az éle: a.

3
2. eset: Tetraéder; éle b, felszine 4 - e b’=6a>=b=%12 -a.

3
3. eset: Oktaéder; éle ¢, felszine 8 - e r=6a’>=c =43 -a.

1 d / 2
4. eset: Dodekaéder; éle d; felszine 12-5 - 5 d- 5 tg 54° = 6a°=d= W -a.

P - . \/5 2 2 12
5. eset: Ikozaéder; éle e; felszine ZO-Te =6a"=e=4 5 a.

1943. A kozos felszin F.

3 | F 2
R Tetraéder éle: a; felszine 4‘4a2:F =a=q =Y ; térfogata

Vt=£ 3=£F~4/F2'3.

12 36
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3 | F? 2
Oktaéder éle: b; felszine 8 - Lbz F=a=u4 T ; térfogata V= Lbz L F-4/F*12.

3 36

F F |F
Kocka éle: ¢; felszine 6> =F = ¢ = ,Z s térfogata V, =c* = — [— . "

64 6
— QF.MFZ.?, . £F~4/F2'12 . F./? —
36 36 6 6
:1%-41/F2-12 :

S| e g -

1: 2:%.

1944. A kozos térfogat V.

2
Tetraéder éle: a; térfogata % @=V=a=472V";felszine F,= /3 -a’= /3 37217,
2 [ov? o
Oktaéder éle: b; térfogata £b3 V=b=s 5 felszine F,= Zﬁ b= 2‘/5 "3

Kocka éle: c; térfogata c> = V= ¢ = W; felszine F,= 6¢*=63/V?>.

penir = (5 ) zﬁ~3/17 (A7) (5 o5 o

o ot i e

2
1945, Tetraéder éle: a; felszine /3 a?; térfogata 5D a’. Oktaéder éle: a; felszine 2‘/5 a’;

térfogata ?2 a’. Kocka éle: a; felszine 6a%; térfogata a®.
@) F:F,:Fo=(/3a): (2/3a): (6a") = f3:2/3:6=1:2:2/3.
£3:[£a3]:a3 f.f =/2:4/2:12=1:4:6/2.

b) V1.

o

=1 3

1946. Minden levagott ,.csiics” hasonl6 az oktaédert alkotd két sza-

balyos gula egyikéhez. A hasonl6sdg aranya > a térfogatok aranya

6
— . Az oktaéder hat csucsandl az eredeti térfogat felének g-ét,

3
vagyis az eredeti térfogat g-ét vagjuk le Osszesen. A megmaradd

sf ﬁcﬁ

5
¢sz térfogat deti térfogat —-a: V'=— =
rész térfogata az eredeti terfogat —--a: 3 o
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1947. 4 éli tetraéder felszine ‘/5 a% a éld oktaéder
7 felszine Zﬁ a% a éld ikozaéder felszine 5/5 a*=

= = F,:F,: F, = (ﬁaz):<2/§a2>:(5/§a2> =
o4 =1:2:5.

\ 1948. A kocka egy-egy lapjara egy-egy négyoldala
gulat épitettiink, aminek magassidga a kocka élének
fele. = A gula oldallapja 45°-ot zar be az alaplapja-
, val. = Két szomszédos gula egymashoz csatlakoz6
lapjai egy sikban vannak. = A kocka élei nem élei az
S Uj testnek. a) Csucsok: 6 + 8 = 14. Minden kockaél-

\ hez csatlakozik egy lap.=>g_lapja van. 12 db

\ négyszoglap csatlakozik egymashoz. => 24 ¢€le van.

b) A hatarol6 lapok négyszogek, amelyeknek minden
oldala a kocka fél testatlojaval egyenl6. = Rombuszok hatéroljak.

¢) Nem szabdlyos test, mert a hatarol6 lapok nem szabdlyos sikidomok.

3
d) Az él a kocka testatldjanak fele: - @

a
) : e . ,
e) cos ¢ = /,— =3 =0 =54,7"=2¢0=109,4°= & = 180° — 2¢ = 70,6°. Két szomszédos
3
2
¢l hajlasszoge 70,6°, illetve 109,4°.

f) m=a-sin¢=a-£; ezaﬂ.

5

=60°= a = 120°.

(SN

1
9) F =12ty =12~ a0 J2a=62 2.

— — .3 1 2 a_ 3
W) V=V + Vg =a' +6: —a’ — =2,

1949. Akocka egy lapjanak oldalaira mint élekre fektetett sikok 45°-0s szoget zarnak be ezzel
a lappal. = Egy kozos pontjuk van, ami egyforma tavolsadgra van mind a négy élt6l, és a 45°-0s
hajlasszog miatt feleakkora tavolsagra a laptdl, mint a kocka éle. A k6zos pont a kocka kdzép-
pontjanak tiikorképe a lapra. = A keletkezs test rombdodekaéder (lasd 1948. feladat).

1950. Tudjuk, hogy a tér egybevagd kockakkal hézagtalanul kit6lthetd. Vegyiink hat egybe-
vagoé a €l kockéat, amelyek koriilzarnak egy veliik egybevago ,,lireget”. A hat kockabdl kiala-

ocka

a
kithat6 rombdodekaéderek mindegyikének egy-egy része az ,iiregbe” nyuld a alapéli > ma-

gassagu szabalyos négyoldali guila. A hat gila hézagmentesen kitolti az iireget, tehat a hat koc-
kahoz tartoz6 rombdodekaéder is kitolti a tér aktudlis részét. Az eljaras a rombdodekaéderek
barmely csicsdnal megismételhetd.
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[1951.]
E

1951. Haromszogek hataroljak, 6 csucsa, 8 lapja, 12 éle van. = A test oktaéder.
1
1952. Ez a test egy oktaéder. Térfogata: 2 - 3 tapep Ad(F; ABCD). Az oktaéder cstcsai az

oldallapok kozéppontjai, ezért AB |CD | SQ; BC | DA | PR; AB =SQ:2; BC=PR:2; DC =
=S80:2¢és DA = PR :2, vagyis az ABCD paralelogramma elhelyezhetd a PORS paralelogram-
maban (A'B'C’D’ paralelogramma). tpp.4 = tpos: 4 loper = tpor* 43 trprer = Iros 4 Lsap = Lspr 4

11 1 1
ez€rt 1 pcp = tpors— 4~ T EIPQRS = 5tPQRS7 valamint d(F; ABCD) = 5d(F; PORS). Az

1 1 . 2 1 1 1
aldhtzottakbol kovetkezik, hogy V), .cqer = 35 tpors’ 7 d(F; PORS) = < v

aralelepipedidon®

1953. Tekintsiik az 1951. dbrat. Jelolje S, az E cstcsra illeszkedd sikot, S, a B csticsra
illeszkeddt és gy tovabb! S, | [AFH] és S, | [AFC] és S| [CFH] és S, | [ACH). [AFH], [AFC],
[CFH], [ACH] sikok a paralelepipedon ACFH beirt tetraéderét hatarozzak meg. Hasonl6an az
S5 Sg S¢ és Sy, sikokkal parhuzamos sikok a paralelepipedon EBGD beirt tetraéderét hatéroz-
zak meg. A két beirt tetraéder kozos része a paralelepipedon beirt oktaédere. = Az S ; Sy; ...;
S, sikok altal meghatarozott test is egy oktaéder, ami a paralelepipedon kézéppontjabol nagyi-
tott képe a beirt oktaédernek. Mivel [1AFH] és gBGD] sikok harmadoljak az EC testatlot, a
s==2

1954. Az étléssikok metszésvonalai a kocka testatléi és a kocka parhuzamos lapkozéppont-

jait 0sszekotd egyenesek. = Az atlossikok a kockat 6-4 = 24 db egybevagd derékszogi tetra-
3

éderre bontjak. Legyen a kocka éle: a. Egy tetraéder térfogata I'= DR Egy tetraéder felszine

nagyitas haromszoros. V=31, =27-

A=t p+itp g+t g+l = lppp + 2pp g + gy =

=1[ﬁa]2+ 1 /2 a 1 2

P A R R A [1954. |

2 2

1, /2, /2, 2/2+1 L —— 7
= — + — + — = . 3 /'

g T T s E \
1955. Maga a gila 1 térrész. Minden laphoz illeszkedik 1-1 2
térrész — 5 db. Minden ¢éInél kialakul 1-1 térrész — 8 db. Min-

den cstcsndl kialakul 1-1 szoglet — 5 db. Osszesen 19 részre

bontjak a lapsikok a teret.
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1956. Maga az oktaéder 1 térrész. Minden laphoz illeszkedik
1-1 térrész — 8 db. Minden élnél kialakul 1-1 térrész — 12 db.

H G Minden cstcsnal kialakul 1-1 szoglet — 6 db. Osszesen 27
i 3 részre bontjak a lapsikok a teret. =
E 4 /‘\rF 1957. Vegyiik a két gila kozos alapsikjat és azt az n sikot,
4 melyek mindegyike atmegy mindkét gula csticspontjan és négy
i Q élt tartalmaz. A test minden éle ezen sikok valamelyikén, de
P, % csak az egyiken van rajta. Maximalis szamu metszéspontot ka-
punk, ha a metsz6sik ezen sikok mindegyikét olyan egyenesben
D \ (s metszi, amelyiknek a sikon levd két éllel van metszéspontja.

/ C a)b6; b)8 ¢)10; d)2(n+1).

1958. AB1 [ADHE|= AB1 AP, ezért az ABPA-re alkal-
mazhatd Pitagorasz tétele:
/e

)

3 3
+a*=—a*= BP=-—a ="—a. Hasonl6an RFB derékszogii

2 ﬁ 2

6
haromszogbdl, illetve BCQ derékszogli haromszogbdl RB = OB = PB = - 4 Két lapkozép-

o
S

2

BP*=AP* + AB* = a

V2
2

pontbdl bocsassunk merdlegest a lapok kozos élére, igy 1étrejon egy derékszogli haromszog,

a
aminek befogoi > hossztisaguak, atfogdja pedig a lapkdzéppontokat 6sszekotd szakasz. Pitago-
2 2

+

2

——a PR——2 H nléan
= .
B B a asonlioa

2

rasz tétele a PRS derékszog(i haromszogre: PR* = 5

2
megmutathat6, hogy RO = QP = - e

1959. Legyen EC felezGpontja M. BCEA szabalyos, ezért BM L EC és CGEA szabalyos, ezért
GM1 EC= ECL [BGM]. Hasonl6an: ECL [DFM].= B; G; F; D és M egy sikban vannak.
A négyoldalt gulabdl és a két tetraéderbdl alld test szimmetridja miatt BDFG hurtrapéz.

3
DM =BM =GM =FM = é a, mert egy-egy a oldald szabdlyos haromszdg magassagai.
DB = /2 a; FD = BG = a. Akoszinusztétel a DBMA-re: DB> = DM? + BM* — 2DM - BM - cos €,

2 3 2 3 2 2 1 : 4
azaz 2a° = —a +Za —Z-Za - COSE =>cose=—§ =e=x109,47°. A Kkoszinusztétel az
2 2 2 2 3 2 3 2 3 2
FDMA-re: FD”=FM-+ DM~ —2FM-DM -cos ¢, azaz a =Za +Za —Z-Za S COSQp =
1959/Il.
F G
%
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1
=cosp = 3 =@ =70,53%2¢ + & + FMGL =360°= FMG ¥ = 109,47° = ¢ = DMBA = FMG A=

=FG=DB= /2 -a.

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy DBGF téglalap, vagyis DBL BG | DF.

1960. Legyen a hasdb tetszbleges bels6 pontja P. Ha elvessziik a hasabbol azokat a guilakat,

amelyeknek k6z0s csicsa P és alaplapjaik az oldallapok, akkor két gila marad, amelyeknek

kozos cstcsa P és alaplapjaik a hasab alap- és fed6lapja. Ezek térfogatat elvéve a hasab térfo-

gatabdl megkapjuk a keresett térfogatot.
1

V=Vsar = V1 — V2=t
2

1

m— -l 'ml_g'talap

alap 3 alap m,= talap m— g ' talup ’ (ml + m2) =

= ? alap m = ? Vhaséb: allandé.

~

1961. A metszGsik az alaplappal egybevago sikidomot vag ki a
hasabbol. Legyen a fed6lap tetszSleges pontja P. A feltételeknek 1963/1.

megfeleld P csucsu gula alaplapja a sikmetszet P kozéppontbdl
nagyitott képe, mert a metszGsik parhuzamos az alaplappal.
Ezért a feltételeknek megfeleld gtilahoz hasonl6 az a gila, amely-
nek csticsa P és alaplapja a sikmetszet. (A hasonldsag aranya A.)

V,=t-m; Vg=§‘/12~t~m, valamint V, =)= A*=3=1=

m
2/5. A a két gala magassaginak is arénya=>—:/§:>
m,

3 3
= m= ‘/; m= S m tavolsagra kell legyen a fed6laptol a
metszosik.

1962. ABCA-et eltoljuk SM-ral, az A'B'C'A-et kapjuk. ABCS
tetraéder egybevagd A'B’'C’'M tetraéderrel, igy térfogatuk egyen-
16. Az oldallapokra illeszkedd hasdbok térfogatanak Osszege:
Vissan T Vacssen t Vacsaom = Vascasen = Vases = Vapcanom —
—Vigom = Vigcanc» vagyis egyenld az alaplapra illeszked6 hasab
térfogataval.

1963. Az alaplap oldalegyenesei az alaplap sikjaban vannak. A
sikmetszet oldalegyenesei a metsz6 sikon vannak. = A sikmet-
szet oldalegyeneseinek az alaplap megfeleld oldalegyeneseivel
valé metszéspontjai mindkét sikon rajta vannak, vagyis a két sik
metszésvonalanak pontjai. = Egy egyenesen vannak.




292 Poliéderek, szabalyos testek

AN
TN
N

N

1964. Az 1964. dbran az eredeti és az elforgatott kocka feliilnézetben lathato. a) Az eredeti
és az elforgatott kocka k6zos része egy szabalyos nyolcszog alapd hasab, amelynek magassaga a,

2+ /2

a= /2 -x =

alaplapjanak egy oldala: (ﬁ—l)a, mert x+,/2 x+x=a=x=

=<ﬂ—1)a, Vh=ta~m=8-%-<‘/§—1>a~§'a=2<ﬂ—l)a3.
b) Az egyiittes térfogat: V =2a> — Vh=2a3—2<‘/5— 1)a3= 2(2—/5)613.

1965. Akockata BH testatlo koriil forgatjuk el 60°-kal. = B és H fixpontok. KLMNPQ szaba-
lyos hatszdg cstcsai a kocka élfelez6 pontjai, sikja merdleges a BH testatlora. = A hatszoget a
forgatas sajat magdba viszi at, ezért KLMNPQ az eredeti és az elforgatott kocka kozos sikmet-
szete. N'=P; P’=Q; H =H = G’ a POHA fol¢ irt gula csucsa lesz. = Az eredeti és az elfor-
gatott kocka kozOs része a KLMNPQ alaplapi, H, illetve B csucsu gulakbol all6 test.

2
1 BH 1 13 ()2 3,
4‘ /g-a—za.

V=2'§'tKLMNPQ'T:g‘tKLMNPQ'BHZE'ﬁ 4

1966. Az ABCD tetraédert elforgattuk 60°-kal a D-n athaladé magassagvonala koriil —
— A'B'C’D tetraéder. A két tetraéder kozos része a PORSTV szabalyos hatszog alapu, D csticst
egyenes gila. (P; Q; R; S; T; V az alapélek harmadoldpontjai.)

! LA (a) e
IR ) R aC it TR

V= 3 LporsTy M = 3 4
1967. A tetraéder €s a sik kdzOs pontjai a tikkrozés fixpont-
jai, ezért EFGA az eredeti és a tiikorkép tetraéder metszés-
vonala. D képe a magassag talppontja, tehat D" az ABCA suly-
pontja. = D az A'B'C’A sulypontja. = Az eredeti és a tiikor-
kép tetraéder kozos része az EFGD és EFGD’ tetraéderekbdl
allo test. E; F és G élfelezd pontok, ezért EFGD és EFGD’

a

tetraéderek szabalyosak, minden éliik >
1

V'=Verep + Verep = 2Verep = 2 e Vigen = 4 Visen =

L2
48

4 12
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Henger

1968. Az egyenld szart derékszogli haromszog 1968.
keresztmetszetl hasabot megkaphatjuk egy négyzet

keresztmetszetli hasdb felezésével. = A sarokban i .
egy kockabol kell elvenni egy négyzet alapa gulat : ;
(ABCDE). Ennek térfogata a kocka térfogatanak gL lém |E
harmada, igy a megmaradd rész a kétharmada. B s o N
A sziikséges gitt térfogata: rcY
1 1 : 1 cm
2~Ev1-1-(a—2)+2~E~1~1v(b—2)+ : .
1 8 a lcm
_,_4.1.1.1_5.1.1.1 =a—2+b—2+§= A B
4
=a+b——.
atb-+ . [1969.]
1969. Hasonldsag miatt: / %5
m—>b m b b= b ma L m
——— =—F7—=ma —ab=mb= b= =
b /5 a /5 mt+a /" i b
2 2 AT
3 4 S —
=)= b%: ma a2
m+a
1970. Hasonl6siag miatt:
m—b m ]
— —=—=ma—ab=mb-[2 = i %
b./2 a / m
2 2 3 ,l L
ma ma LN .
=b= =>V=b=—7—|.
mJ/2 +a myJj2 +a ad I S
Henger

1971. 1, =t;t,=rrést,=2rm=rr=2rm=>m=12mmr.
1972. a) A ~150,8cm?; b) A ~588,1dm?; ¢) A ~ 70 664,42 m>.
1973. k,=2rr=2033 cm; m—r=11,6 cm=m =r+ 11,6 cm.
A=2rr(r+m)=2rr(2r+11,6 cm) =

k

zka'[ = ~2+11,6cm]x367,4cm2.
2r —

1974. A,=2rn(r,+m,) =

=2(r+4) n-(r,+4+m;+3)=

=2rn+4) m-(r,+m +7)=

=27-(ry-(ry+m)+7-r,+4-(r, +m))+28) =

=2m-r-(ry+m)+2x-(Tr, +4(r, + m,) +28) =

=A, + 21+ (11r, + 4m, + 28). =.923.4 =

=210+ (11r, + 4m, + 28) = m, = 29,74 — 2,75,.

A, =27 (r, + 29,74 = 2,75r) =

=270 (29,74 — 1,75r,). = 639,6 = 2r, - (29,74 — 1,75r,).
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1,75r1 — 29,74r, + 104,98 = 0. (r,), = 12 cm = (m,), =~ —3,26 cm, ez nem lehet; (r,),~5 cm =
= (m,), = 16 cm. Az alapkor sugara 5cm, a magassag 16 cm.

1975. r~3887cm; m=~486cm. =~ T

1976. r=~ 6,59cm;m ~ 20,21 cm.

1977. Korilbelul 29,3 6ra.

1978. Koriilbeliil 19,6 m* badoglemez kell.

1979. 1,84 kg festékre lesz sziikség.

1980. a) I, = 577,27 m?; b) V,~88053,4 dm’ = 88,05m°>; ¢) V;=407777,6 cm’ = 407,8 dm’.
1981. 1,~263,9m” és V' ~1979,2m".
1982. a) m =~ 21,14cm; b) m ~ 17,86 cm.
1983. l.eset:r=a=5,6cm; m=b=79cm. A, = 475 cm?.

2.eset:r=b=79cm; m=a=5,6cm.A,=670,1 cm?.
1984. A ~ 764,54 cm? és V'~ 1490,8 cm®.

1985. ¢ =21,7 cm és b = 36,8 cm. a) a koriili forgatdss =>a=m; b=r.A,~ 13526,4cm?* és
V%~ 92322cm’. b) b koriili forgatds =>a =r; b =m. A, = 7976,2cm?* és V, ~ 54439,9cm’.

a
c¢)a felez6 merdlegese koriili forgatds = r= ?; m =b. A,lx 3248,4 cm? és V[1x13 609,9 cm?.

b
d) b felezd mer6legese koriili forgatds= r= S m=a. A, ~ 4635,9 cm’ és V, ~23080,5 cm’.

. b*a . a’b
1986. 1. eset: b =2rmés a=m:>V1=ﬂ. 2. eset: a=2r,més b=m :>V2=ﬂ =
Vv, b 33
v, a 26

1987. A sziikséges badog koriilbeliil 627,35 cm?.
1988. m =~ 21,68 cm.

1989. A viz szintje koriilbelil 2,04 dm-t emelkedik.
1990. Két beosztas tavolsaga koriilbeliil 1,572 cm.

1991. A kapillaris cs6 bels6 atmérgje kb. 1,248 mm.
1992. V= 64,34 hl.

1993. V= (R’r — ’r) m =mm (R* — ") = 0,1508 m> = 150,8 dm”.
A malomkd tomege: V- 0 = 377 kg.
1994. r= 9cm; m ~ 37,64 cm.

V. T, A rnm rorkoor
1995. —-—.1996. — - ———-—. 22
P A
1997. V=rFrm=m= — - Felhasznaljuk a szdmtani és mér-
rem
eﬁ tani kozép kozotti egyenlGtlenséget. ,+1,=2r T m+r° 1=
V 5 2V | N
=2rm- trir=—+rr=—+—+rr=
rr r roor
VoV
>3.3/— - — r*r =3-3/V?7r = dllando. Az Ssszeg minimalis,
r
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o V 5 V V |4
ha egyenl6ség van, azaz —=r"nm=r=3 - > m=———=3 o =m=r. A henger
’ Z2=7

V2
3f—— T
7.[,2
magassaga egyenl6 az alapkor sugaraval.

1998. Felhasznaljuk a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget.

A A Ar A 5
A=21+2mm=m=— —r=>V="rr|— —r|l=— —Pr=rl— —rl1|=>
2rr 2rr 2 2
A A 1 A A
=>V2=r2~[7—r271']' 7—r27f]=§'27f'r2‘[7—r27[]'[7—I’zﬂ'}s
A A
1 2rr’+ — —r’r+— —r’m 43
SE- 2 3 2 = 5471_.Ate':rfogat maximalis, ha egyenl8ség van, azaz
4 _p 2mr? A 2 - 2 2 h 16 oldald
[ — = =r= e = o f— = =3 = .
7 T T =2nr"=r w2 P r=>m = 2r, azaz a henger egyenl6 oldala
5 25, , 36V
1999. r:m=5:6=r=— m=2V=razm=— m‘rm=>m>= — —=>m=11,45 cm =
6 36 25 &

=r=x9,54cm=A=2rr(r + m) = 1258,17 cm®.
2000. I/~ 28,13cm’.

969,5
r+

2001. 1, =2m =969,5 cm®. A = 2r7r(r + m) = 2rrr -

] =277 +969,5 7 =

=4532,6 cm®>=7* =236,6 =>r= 15,38 cm = m =~ 31,52 cm =

=V =rrm=~23428,84cm’.
2002. '~ 1,06m". P
2003. '~ 12379cm’ és A = 2963 cm®.
2004. A keletkezett részek térfogatanak aranya egyenlgi az m
alapkorcikkek kozépponti szogeinek aranyaval. %z 34600° = P [~ T3

1 Voo rPrm 36711 N
:Ezﬂ/l:?’ ezért V) = 9 " 9 =44r=V = |

~ 138,23 cm®.

r—h
2005. cosa =——=a =52°= a=0,908.
r

1 P ~ 1 2 . 2
t:5~r ~2~a/—5‘r sin2a =~ 2,86cm”= ],
=tm=71449m’ =>m

= 1071,7t.

eton

~ 71449 -150 kg~ 1071 733,7kg =

cement




